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Résumé 


Cet ouvrage propose une introduction à la logique mathématique accessible aux 
étudiants de la première année PES (Professeur d’enseignement Secondaire) à 
l'ENS d'Oran (E.N.S.O) ainsi qu'aux étudiants du domaine Mathématique et In- 
formatique (MI). 

Il aborde les techniques fondamentales de la logique propositionnelle dite d’ordre 
0 et la logique des prédicats du premier ordre. Ce document propose une série 
d'exercices résolus qui conduisent l’étudiant à une connaissance approfondie des 
notions de base de la logique. 


Mots-clés : Logique propositionnelle, Logique des prédicats, PES, E.N.S.0, MI. 
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vil 


Avant-propos 


Ce présent document se veut un support de cours pour les étudiants de la 1° 
année PES (Professeur d'enseignement Secondaire) à l’École Normale Supérieure 
d'Oran (E.N.S.O) !. 

Néanmoins, il décrit aucune spécificité propre à l’environnement informatique de 
l'ENSO et pourra s’avérer utile à tout étudiant désirant apprendre les bases de la 
logique mathématique. 

Ce document n’est pas exhaustif et survole les notions de base de la logique qui 
sont généralement les plus utiles. 

La structure et le contenu des chapitres de ce document sont synchronisés avec 
le nouveau contenu du programme établi dans le canevas de la formation. Il est 
organisé au tour de trois (03) chapitres et trois (03) annexes. 

— Le premier chapitre intitulé Notions de base de la logique mathématique in- 
troduit les notions fondamentales de la logique mathématique qui s'avèrent 
indispensables aux chapitres suivants. 

— Le deuxième chapitre appelé Logique propositionnelle (d'ordre 0) où Calcul 
propositionnel est la première étape dans la construction du calcul des pré- 
dicats. Il permet de définir les règles de déduction qui relient les propositions 
entre elles, sans en examiner le contenu. 

— Le troisième chapitre aborde la notion de Logique des prédicats (d'ordre 1). 
La logique du premier ordre est considérée par nature plus expressive que la 
logique des propositions, et permet de représenter des connaissances relatifs 
à des environnements complexes. Elle est construite à partir de la logique 
propositionnelle et s’inspire du langage naturel. 

— En annexes, nous proposons une série d'exercices résolus ainsi qu’un examen 


corrigé. 


Ce cours permet aux étudiants de : 


Liste des Tableaux 2 


— Connaître les principaux opérateurs,quantificateurs universels et leurs pro- 
priétés : NON, ET, OU... 

— Comprendre les notions d’implication et d'équivalence ; 

— Modéliser un énoncé afin de tester sa validité ; 

— Appliquer toutes ces notions à la démonstration mathématique ; 

— Structurer proprement un raisonnement ; 


— Tester ses connaissances à travers une série d’exercices corrigés. 


1. www.ens-oran.dz 


Chapitre 1 


Notions de base de la logique 


mathématique 


1.1 Introduction 


La logique est la base fondamentale de tous les raisonnements mathématiques. Elle 
est très importante pour l’énonciation de propositions et l’étude de leur valeur de 
vérité. 

Dans ce premier chapitre, nous introduirons les bases de la branche des mathéma- 
tiques appelée logique. Nous présenterons en particulier les définitions d’assertions, 
de tautologies et d’antilogies ainsi que les différents connecteurs logiques. 

Ce chapitre prévoit les notions apparaissant dans les deux chapitres suivants soient 


la logique propositionnelle et la logique descriptive du premier ordre. 


1.2 Assertion 


Une assertion est un énoncé mathématique auquel on attribue l’une des deux 


valeurs logiques : le vrai (V) ou le faux (F). 


Exemple 


— L’'assertion «1 + 1 — 2» est vraie. 


— L’'assertion «2 + 2 — 5» est fausse. 
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— Les propriétés, théorèmes sont des assertions vraies. 


1.3 Tautologies et antilogies 


Les assertions (dépendantes de P et Q) qui sont vraies quelle que soit la valeur de 
vérité de P et Q sont dites des tautologies. Une tautologie est en fait un théorème 
de logique. Les assertions (dépendantes de P et Q) qui sont fausses quelle que soit 


la valeur de vérité de P et Q sont dites des antilogies. 


1.4 Connecteurs 


Ils existent cinq (5) connecteurs logiques, à la base de tout raisonnement mathé- 


matique. Soient P et Q deux assertions. 


1.4.1 La négation « non » ou « — » 


Nous appellerons la négation de P, l’assertion (non P)(not P) et qui sera notée 


sous forme formalisée -P ou P. 


Table de vérité de la négation 


Soit la proposition P (voir la table 1.1). La négation d’une proposition P (vraie) 


P Ed 
1 0 
0 1 


TABLE 1.1: Table de vérité de la négation 


est une proposition fausse. Si P (fausse) alors -P est vraie. 
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Négation de la négation 
En général, une double négation vient souvent renforcer la négation tel que : 


voulez-vous sortir ? non, non. 


En mathématique, une double négation est considérée comme une affirmation. 


Exemples 


1. Si P est la proposition x = 0, -P est la proposition x À 0. 


2. Le 05 est non pair donc 05 est impair. 


Remarque 


Le sens du symbole — qui se lit équivaut, et qui signifie ici que les deux propo- 
sitions ont toujours la même valeur. 


1.4.2 Conjonction « et » ou « A» 


Nous appellerons conjonction de P et Q, l’assertion (P et Q) (P and Q) et qui 
sera notée P À Q. 


Exemple 


P : « La terre est ronde »(vraie) et Q : « Le ciel est bleu » (vraie). 

P et Q ou P À Q se lit donc « La terre est ronde ET le ciel est bleu ». P À Q 
est vraie. Nous dirons que l’assertion P À Q est fausse lorsque l’une au moins des 
deux assertions est fausse. Ainsi « La terre est ronde ET le ciel est vert » est une 


assertion fausse. 


Commutativité 


(Pet Q) = (Q et P) 
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Table de vérité de la conjonction 


Le résultat de la conjonction est démontré par la table de vérité 1.2. 


P Q PAQ 
1 1 1 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 


TABLE 1.2: Table de vérité de la conjonction 


1.4.3 Disjonction « ou » ou « V » 


Nous appellerons disjonction de P et Q, l’assertion (P ou Q) et qui sera notée P 


V Q. 


Remarque 


En mathématiques, le «ou» est non-exclusif, c’est à dire qu’il comprend la pos- 
sibilité que les deux propositions soient vraies. Ainsi la proposition « æy = 0 » 
équivaut à la proposition « x = 0 ou y = 0 » , elle est vraie quand l’un des deux 


nombres est nul, elle est aussi vraie quand les deux sont nuls. 


Commutativité 


(P ou Q) (0 où P) 
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Table de vérité de la disjonction 


Le résultat de la disjonction est démontré par la table de vérité 1.3. 


P Q PVQ 
1 1 1 
1 0 1 
0 1 1 
0 0 0 


TABLE 1.3: Table de vérité de la disjonction 


1.4.4 Implication « = » 


La proposition notée « P = Q » correspond à la proposition NonP ou Q. P 
s’appelle alors l'hypothèse et Q la conclusion. P = Q est une proposition qui se 
nomme implication et que nous pouvons lire de différentes façons : 

— Si P alors Q, 

— Pour que P il faut Q, 

— Pour que Q il suffit P, 

— P est une condition suffisante pour Q, 


— Q est une condition nécessaire de P. 


Table de vérité de l’implication 


Le résultat de l’implication est montré à la table 1.4. 
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P Q -P P-Q 
1 1 1 i 
0 1 1 1 
1 0 0 0 
0 0 1 


TABLE 1.4: Table de vérité de la disjonction 


L’assertion est vraie dès lors que P est fausse (quelle que soit la vérité de Q). Si P 
est vraie et (P — Q) vraie alors Q est vraie. De plus l’implication Q = P s’appelle 
la réciproque de l’implication P = Q. 


Exemples 


— P:2=2etQ:4—4 sont deux assertions vraies, donc P = Q ou (NonP 
ou Q) est vraie, 


— Sixe {5,6,9} alors x < 9 est une assertion vraie. 


1.45 Équivalence « & » 


Nous dirons que deux assertions sont logiquement équivalentes si elles ont la même 
valeur de vérité et seront notées P & Q. En d’autres termes P & Q est vraie si P et 
Q sont toutes les deux vraies ou si toutes les deux sont fausses. La proposition P & 
Q correspond à la proposition (P = Q) et (Q = P). Nous pourrons l’exprimer 
comme suit : 

— P est équivalent à @, 

— Pour P, il faut et il suffit Q, 


— P est une condition nécessaire et suffisante pour ©, 
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— P si et seulement si Q. 


Table de vérité de l’équivalence 


Le résultat de l’équivalence est montré à la table 1.5. 


P Q P&Q 
1 1 1 
0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 


TABLE 1.5: Table de vérité de l’équivalence 


Exemple 


Prenons (P et Q) et (Non (Non P ou Non Q)). Voir le résultat à la table 1.6. 


1.5 Lois de Morgan 


Les lois de De Morgan permettent de transformer une conjonction en une disjonc- 


tion (et réciproquement) via la négation. 
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P Q Non | Non | Non P V Non Q | Non(Non P ou PAQ 
P Q Non Q) 
V V F F F V V 
F V V F V F F 
V F F V V F F 
V F F V V F F 


Remarque 


TABLE 1.6: Exemple de l’équivalence 


La méthode des tables de vérité fournit une preuve de ces propriétés. Parmi les 


règles de calcul logique importantes il y a aussi les règles suivantes. 


1. Règle de double-négation : 


2. Règle de commutativité : 


AVEC X — . OÙ * —= + 


AxB=BxA 


3. Règle de distributivité : 


4. Règle d’associativité : 


A+(B.C)=(A+B).(A+C) 


et 


A.(B+C)=(A.B)+(A.C) 


À x (B x C) = (A x B) x C 
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5. Règle d’idempotence : 


AxA—A 
Avec * — . OÙ * = + 


Toute expression booléenne peut être écrite sous une forme particulière. 


1. Forme normale conjonctive (FNC) : Une expression logique est en 
FNC si et seulement si elle est une conjonction d’une ou plusieurs disjonc- 
tions d’un ou plusieurs littéraux tel que : (4A+B+C)(D+E+F) 


2. Forme normale disjonctive (FND) : Une expression logique est en FND 
si et seulement si elle est une disjonction d’une ou plusieurs conjonctions 
d’un ou plusieurs littéraux. Par exemple, (A.B) + B + (C.D.E); sachant 
qu'un littéral est une variable booléenne (une lettre) ou la négation d’une 


variable. 


1.6 Les quantificateurs 


Nous considérons dans ce qui suit deux types de quantificateurs. 


1.6.1 Le quantificateur universel 
Un quantificateur permet de préciser le domaine de validité d’une proposition. Le 
symbole V qui signifie « quel que soit > ou « pour tout » représente le quantificateur 


universel. Ce symbole représente la lettre « À » renversée qui est l’initiale du mot 


anglais « All ». Il doit toujours être suivi du signe d’appartenance €. 


Exemple 


Vré Rx? >0 


Qui signifie « quel que soit x appartenant à À, x? est positif ou nul ». 
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1.6.2 Le quantificateur existentiel 


Le symbole 2 qui signifie « il existe au moins un … tel que » représente le quantifi- 
cateur existentiel. Ce symbole représente la lettre « E » renversée qui est l’initiale 


du mot anglais « exist ». On peut éventuellement rajouter un point d'exclamation 


pour montrer l’unicité. On a alors : 2! qui signifie « il existe un unique...tel que». 


Exemple 


lr € [0,1],x° +4x+1=0 


Qui signifie « Il existe un unique x appartenant à l'intervalle [0, 1] tel que : x? + 
4x +1=0%». 


1.6.3 Propriétés des quantificateurs 


Les quantificateurs possèdent un certain nombre de propriétés dont : 
— L'ordre des quantificateurs : L'ordre dans lequel on écrit les quantifi- 


cateurs change la signification. 


Exemple : Vr E R,1y € R,y > x, qui signifie & Quel que soit le réel x, il 
existe au moins un réel y tel que y soit supérieur à x ». On peut toujours 
trouver un nombre supérieur à un nombre réel donné car l’ensemble À n’est 


pas borné. La proposition est vraie. 


Inversons maintenant les quantificateurs 2x € R,Vy € R,y > x, « Il existe 
au moins un réel x tel que pour tout réel y, y soit supérieur à x ». Cette 
proposition cette fois est fausse car on ne peut trouver un réel inférieur à 
tous les autres. En effet l’ensemble À n’a pas de borne inférieure. 

— Négation d’une proposition universelle :Une proposition universelle 
s’énonce : « Pour tout élément x d’un ensemble E, x possède la proposition 
P ». Sa négation sera : « il existe au moins un élément x de l’ensemble E 
qui ne possède pas la propriété P ». 

Exemple : soit la proposition & Tous les lecteurs de ce chapitre com- 
prennent tout ce qui est écrit» sa négation sera donc : « Îl existe au moins 
un lecteur qui ne comprend pas ce chapitre ». 


Remarque : Pour démontrer qu’une proposition universelle n’est pas vraie, 
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il suffit donc de trouver un seul x qui ne vérifie pas la proposition P. C’est 
ce qu’on nomme un « contre-exemple ». 

— Négation d’une proposition existentielle :Une proposition existentielle 
s’énonce : « Îl existe au moins un élément x de l’ensemble E qui possède la 
propriété P ». Sa négation sera : « Pour tout élément x de l’ensemble E, x 


ne vérifie pas P ». 


Exemple : Soit la proposition P : 2x € R, x? = —1. Cette proposition est 
fausse car un carré ne peut être négatif. Par contre sa négation est vraie : 
Vee Re 1, 


1.7 Théorie des ensembles 


La théorie des ensembles se donne comme primitives les notions d’ensemble et 
d'appartenance, à partir desquelles elle reconstruit les objets usuels des mathé- 
matiques : fonctions, relations, etc. Dans ces sous-section, nous présenterons les 


notions d’ensemble, de sous-ensemble et de relation. 


1.7.1 Ensemble 


Un ensemble est une collection d'éléments que l’on peut énumérer ou définir par 
une propriété. Certains ensembles ont des notations particulières (ex. N, Z, D, 
Q, R). Lorsqu'on énumère les éléments d’un ensemble, on dit que cet ensemble 
est défini par extension, lorsqu'on définit un ensemble par une propriété, on dit 
que cet ensemble est défini par compréhension. Un ensemble qui ne contient aucun 


élément s'appelle : l’ensemble vide noté ÿ. 


Exemple 


N ensemble des entiers naturels, N = {1,2,3,...} 

Lorsque le nombre des éléments d’un ensemble devient trop important ou qu’il y 
a un nombre infini d'éléments, on ne peut le définir par compréhension tel que : 
C={re N/1< x < 49}. 


Chapitre 1. Notions de base de la logique mathématique 14 


1.7.2 Élément 


Un ensemble est constitué d'éléments. On représente souvent un élément par une 
minuscule. On dit qu’un élément « a » appartient à un ensemble À. On écrit alors : 


a € À. Le symbole € signifiant « appartient à » est initiale de « élément ». 


1.7.3 Sous-ensemble 


On dit qu’un ensemble À est un sous-ensemble de l’ensemble E si et seulement si 
tout élément de À est élément de Æ ou si À = (. On dit alors que À est inclus 


dans E. ACE&Vae A,ae E ou À = (. Le symbole C signifie « inclus dans ». 


1.7.4 Complémentaire d’un ensemble 


On appelle complémentaire de l’ensemble À dans l’ensemble ÆE, l’ensemble noté 
Cg(A) composé des éléments de Æ qui ne sont pas élément de À. Le complémen- 
taire correspond au connecteur NON. On a alors : a E Cr(A)&aeE et a & A. 
Le symbole & signifie « n'appartient pas à ». Lorsque l’ensembleE est implicite, 


on note le complémentaire de À : À qui se prononce « À barre ». 


Exemple 


Soit E l’ensemble des entiers naturels inférieurs ou égaux à 20 et soit À l’ensemble 
des nombres premiers inférieurs à 20. On a donc : A = {2,3,5,7,11,13,17, 19}. 
L'ensemble C%(A) sera donc l’ensemble des entiers naturels inférieurs ou égaux à 20 
qui ne sont pas premiers. On à donc : Cr(A) = {0,1,4,6,8,9, 10, 12, 14, 15,16, 18, 20}. 


1.7.5 Intersection de deux ensembles 


On appelle intersection de deux sous-ensembles A et B dans un ensemble E, l’en- 
semble noté : AN B (A inter B) constitué des éléments communs à A et B. On à 


donc :xe ANnB&reAetxe Bb. 
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Exemple 


Soit À l’ensemble des entiers naturels pairs inférieurs ou égaux à 20 et soit B 
l’ensemble des entiers naturels multiples de 3 inférieurs ou égaux à 20. 
On a donc : 

— A = {0,2,4,6,8, 10,12, 14, 16, 18, 20}, 

—B=40,3,6;9 12:15 188 

— ANB = {0,6,12,18} qui n’est autre que l’ensemble des entiers naturels 


multiples de 6 inférieurs ou égaux à 20. 


Remarques 


— Lorsque l’ensemble À est inclus dans l’ensemble B, on a alors : AC B = 
ANB=A 

— Lorsque les ensembles A et B sont disjoints, ils ne possèdent aucun élément 
commun, leur intersection est donc vide, on a donc : AN B = (j. Ce qui 
signifie que À et B sont disjoints, comme c’est le cas entre l’ensemble À et 


sont complémentaire À, on a donc : ANA =). 


1.7.6 Union de deux ensembles 


On appelle union de deux sous-ensembles À et B dans un ensemble E, l’ensemble 
noté : AU B (A union B) constitué des éléments qui appartiennent à À ou à B 
(éventuellement aux deur, le « ou » étant non exclusif). On peut alors écrire : 


ze AUB&xeAouzxeB. 


Exemple 


Soit À l’ensemble des entiers naturels pairs inférieurs ou égaux à 20 et soit B l’en- 


semble des entiers naturels multiples de 3 inférieurs ou égaux à 20. On à donc : 


— A = {0,2,4,6,8, 10,12, 14, 16, 18, 20}, 
— B= {0,3,6,9,12,15,18}. 
—_ AnB = {0,2,3,4,6,8,9,10, 12, 14,15, 16, 18, 20}. 
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Remarques 


1. Lorsque l’ensemble À est inclus dans l’ensemble B, on a alors : À C B 
ANB =D, 


2. L'union de l’ensemble A et de son complémentaire À donne l’ensemble E, 
c’est à dire: ANA=E,. 


1.8 Relations 


Nous considérons dans ce cours deux types de relations citées dans ce qui suit. 


1.8.1 Relation d’équivalence 


Une relation est une relation d'équivalence si elle est : 
— Symétrique : VrE E,VyEeE, xRy=yRXx, 
— Réflexive : Vr € E,xRx, 
— Transitive : Vre E,Vye E,VzEe E,(xRy) et (yRz) = xRz. 


Remarques 


1. Dans le cas d’une relation d'équivalence, deux éléments en relation sont 


aussi dits équivalents, 


2. Si À est une relation d’équivalence et x est un élément de E, on appelle 


classe d'équivalence de x l’ensemble des éléments y de E tels que xRy. 


1.8.2 Relation d’ordre 


Une relation d’ordre est une relation réflexive, anti-symétrique, transitive. 
— Réflexive : Vr € E,xRx, 
— Anti-symétrique : Vr € E,Vy € E,(xRyetyRx) = x = y, 
— Transitive : Vre E,Vye E,VzEe E,(xRyetyRz) = xRz. 
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Remarques 


Si R est une relation d’ordre sur E, alors : 
— on dit que l’ordre est total si on peut toujours comparer deux éléments de 
E : pour tous x, y € E, on a xRy ou yRx. Dans le cas contraire, on dit que 
l’ordre est partiel. 
— Si À est une partie de Æ et M est un élément de Æ, on dit que M est un 


majorant de À si, pour tout x € À, on a xRM. 


1.9 Ensembles ordonnés et Treillis 


1.9.1 Ensembles ordonnés 
Représentation graphique d’un ensemble ordonné 
Un ensemble est représenté graphiquement que s’il est fini. Les éléments de l’en- 


semble E seront représentés par des points de sorte que si on a la relation aRb, 


alors a sera relié à b par une flèche orientée de a vers b (voir la figure 1.1). 


FIGURE 1.1: Exemple d'ensemble ordonné 


Exemple 


Soit À la relation «est diviseur de», E = {1,2,3,...,22,26} R est transitive (aRb et 
bRc alors aRc), représentez que les relations directes de type aRb (voir la solution 


à la figure 1.2). 
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FIGURE 1.2: Solution de l’exemple d'ensemble ordonné 
1.9.2 Les Treillis 


Un treillis est un ensemble ordonné tel que pour tout couple d'éléments a et b, il 
existe un plus petit majorant et un plus petit minorant. Le ppm noté aVb et le pgm 
sera noté a Ab. Les opérations V et À possèdent les propriétés de : commutativité, 
associativité, idempotence et d'absorption. 

L’absorption est définie par : a V(aAb)=aet aA(aVb)= a. 


1.10 Conclusion 


Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions de base de la logique mathéma- 
tique qui vont nous servir dans la logique descriptive et la logique des prédicats. 


Nous aborderons dans le prochain chapitre la «logique d'ordre 0». 


Chapitre 2 


Logique propositionnelle (Ordre 0) 


2.1 Introduction 


Dans la logique propositionnelle, on étudie les relations entre des énoncés, que l’on 
va appeler propositions ou encore des formules. Ces relations peuvent être expri- 
mées par l’intermédiaire de connecteurs logiques qui permettent, par composition, 
de construire des formules syntaxiquement correctes. On trouve principalement : la 
conjonction, la disjonction (inclusive), l'implication, l’équivalence et la négation. 

Dans ce chapitre, nous présenterons la manière de construire une formule bien 


formée (fbf) et déterminer par la suite sa valeur de vérité. 


2.2 Syntaxe (Formalisation) 


S’intéresser à la syntaxe de la logique propositionnelle, c’est considérer les formules 
qui sont “bien écrites”. Pour cela, on se donne un alphabet (langage que l’on notera 
Ls), i.e. un ensemble de symboles, avec : 
— Un ensemble V — {p,q,r,...} : dénombrable de lettres appelées variables 
propositionnelles. Il s’agit des propositions atomiques telles que par exemple 
« 6 est divisible par 2 ». 
— Atomes : Nous appellerons atomes ou variables propositionnelles ou pro- 
positions élémentaires des énoncés dont nous ne connaissons pas la structure 


interne, et qui gardent leur identité tout au long du calcul propositionnel 
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qui nous occupe. L'ensemble des variables propositionnelles est noté v(L). 
Elles sont écrites en minuscules (p, q...). 
— Un ensemble (fini) de connecteurs logiques : ÀA,V,-, —>,=. 
— Formules : Nous dénoterons les formules par des lettres majuscules de 
l'alphabet latin ou grec (A, B,... ou @...). L'ensemble des formules, noté 
F(L), est défini par : les atomes sont des formules (v(L) € F(L)); 
Si À et B sont des formules, alors (A + B), (A —> B), (AAB), (AVB)et 
(—B) sont des formules. 
Les parenthèses sont un moyen de lever l’ambiguïté. Il en existe un autre qui 
consiste à donner à chaque opérateur un ordre de priorité. Les connecteurs sont tra- 
ditionnellement classés de la façon suivante (par priorité décroissante des connec- 
teurs) : —,A,V,—,4—. Dans le cas où deux connecteurs ont même priorité, et 
en l’absence de parenthèses, l’associativité se fait de gauche à droite. On peut ainsi 
se permettre d’omettre les parenthèses. Par exemple, la formule p —> q «> -r 
doit se lire ((p — q) «> (-r)). A l'avenir, lorsque nous parlerons de formules 
bien formées, nous inclurons également les formules dont le parenthèsage est par- 
tiellement ou complètement implicite. L'ensemble des formules bien formées ainsi 
défini forme le langage de la logique propositionnelle. 
Parmi les mots que l’on peut écrire avec cet alphabet, on va regarder ceux qui cor- 
respondent à des expressions logiques bien formées que l’on définit (inductivement) 


ainsi : 


1. Toutes les propositions atomiques p, q,r,…, sont des expressions bien for- 
mées ; 

2. Si À est une expression bien formée, alors —AÀ est une expression bien for- 
mée ; 

3. Si À et B sont deux expressions bien formées, alors (A A B), (A V B), 


(A — B) et (A = B) sont des expressions bien formées ; 


4. Il n’y à pas d’autres expressions bien formées que celles des règles précé- 
dentes. Par exemple (((-p = q) V -(r As)) — q) est une expression bien 
formée, tandis que p-gr — t(= ne l’est pas. Dans la suite, on ne considère 
que des expressions bien formées. 

Littéral : Un littéral est un atome (littéral positif) ou la négation d’un 
atome (littéral négatif). 
Clause : Une clause est une disjonction de littéraux (p1 V p2 V … V Pa), les 


littéraux pouvant être positifs ou négatifs. 
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2.3 Sémantique 


S'intéresser à la sémantique de la logique propositionnelle, c’est déterminer la 
valeur de vérité d’un énoncé, c’est-à-dire d’une formule. On parle de l'interprétation 
d’une formule : il s’agit plus concrètement d’affecter une valeur vraie ou fausse à 
chacune des variables propositionnelles qui la compose. Pour une formule à n 
variables, il y à 2° mondes possibles. 

— Valuation : On appelle valuation, ou L-Modèle, d’un ensemble de va- 
riables propositionnelles v € v(L), une fonction m de v(L) dans {T,F} 
(m:u(L) — {T,F}). 

v(=X) = u(X), 
MEN rI= ur) Moly), 
ur Ar = Nu): 
OX DT) = UD) Su): 


— Interprétation : Une valuation appliquée à une formule dans laquelle est 


dite interprétation. soit la formule F = (a A b) V -b —> —a, {m(a) =T, 
m(b) = F} est une interprétation de F. 
— Modèle d’une formule : Une interprétation J est un modèle d’une formule 


A si elle est vraie (si elle vaut T). 


2.3.1 Table de vérité 


On peut tirer partie de ce que dans certains cas, la connaissance de la valeur de 
vérité d’une sous-formule peut permettre de déterminer la valeur de la formule. 
Par exemple si v(B) = 1, on sait sans connaître v(A) que v(A —> B) = 1. On 
peut donc éviter d’énumérer tous les cas (cependant il devient moins évident que 


tous les cas sont énumérés et cela doit être vérifié). 


A|B|IC|AAB|(AAB—=C|IB—C|A—(B—cC) 
NS RE: ï 1 1 1 
02/10 0 k ‘ 1 
11010 0 1 1 1 
La) 4:1160 1 0 0 0 


TABLE 2.1: Exemple de table de vérité réduite 


On vérifie facilement que tous les cas sont bien énumérés (le “?” désigne 0 ou 1). 


On a donc montré que (AAB)— C=A—(B—>cC). 
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2.3.2 Validité et consistance 


Formule valide : Une formule valide, ou tautologie, est une formule 
vraie quelles que soïent les valeurs de vérité des atomes qui la composent 
(vraie dans toute interprétation). On la note E ®. 

Formule insatisfiable (falsifiable ou inconsistante) : Une formule in- 
satisfiable, ou sémantiquement inconsistante, ou encore antilogie, est une 
formule fausse dans toute interprétation. 

Formules satisfiables (consistante) : Une formule satisfiable ou séman- 
tiquement consistante est une formule vraie dans au moins une interpréta- 
tion. 

Formules invalides : Une formule invalide est fausse dans au moins une 
interprétation. 

Formules contingentes : Une formule contingente est vraie dans certaines 
interprétations et fausse dans d’autres. 

Conséquence valide : Soient deux formules À et B. Nous dirons que À 
est la conséquence valide de B (notée À H B) si tout modèle de À est un 
modèle de B. 


2.3.3 Équivalence des formules bien formées 


Deux formules sont équivalentes quand elles ont une même valeur dans toutes 


interprétation (notation : A = B). 


Théorème : Règle de substitution uniforme 


Soit la formule & contenant les atomes p1, po, …, pr. Soit la formule d* obtenue en 


substituant aux atomes p1, pa, …, pA les formules 1,2, ...,n. Alors si = 6, on a E &*. 


Propriétés des formules équivalentes 


Soient À, B et C trois formules bien formées. 


[(AA B)=(B A À)| par commutativité 
[(AV B) = (B V À)] par commutativité 
[(A = B) = (B = À)] par commutativité 
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— E[((AAB)AC)=((AA(B AC))] par associativité 

— E[((AVB)VC)=t((AV(B VC))] par associativité 

— E[((4=B)=0C)=((Az(B = C))] par associativité 

— Ef(AAB)VC)=((AVC)A(B VC))| par distributivité 
— ((AV B)AC)=((AAC)V(BAC))] par distributivité 


— HIAA(AV B))= A par absorption 
— H(AV(AAB)) = A] par absorption 
— EÉ[(A A À) = À] par idempotence 
— E[(A V À) = A] par idempotence 
( 
( 


— EÉf(AAB)= (-AV -B)] par la lois de Morgan 


— Ef5(4V B)= (-A A -B)] par la lois de Morgan 

— E[(A — B)=(-A AB) par implication 

— E[(A — B)= -(A A -B)] par implication 

— E[(A=B)=((A— B)A(B — AÀ))] par équivalence 

— E[(A= B)=((AAB)V(-AA-B))] par équivalence 

— E[(A— B)=(-B —> -A)] par contraposition 

— ET[(A — (B —> C))=((A — B) — (A 3 C))] autodistributivité 
— E[(4A — (B —> C))=(B — (A —> C))] par import-export 

— ET[((4A — B)A(B —5 C)) = (A — C)] par transitivité 


2.3.4 Conséquence logique (satisfaction) 


On dit que E est une conséquence valide de À,B,... si dans la table de vérité 
de E est vraie à chaque fois que À, B,... sont vraies. 
Notée : A,B,.. HE 


Pour vérifier que Æ est une conséquence valide, il faut : 
— Trouver tous les modèles de E, 
— Pour chaque modèle M de E, vérifier que M(f) — 
— Si E utilise n propositions atomiques, le nombre de modèles potentiels est 
2 


Remarques 


1. Le temps de vérification devient exponentiel avec le nombre de variables. 
2. Si il existe une interprétation où vu(A) = T,u(B) =T,... et v(E) = F alors 


. LE. 
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Exemple 


Vérifier à l’aide de la table de vérité la conséquence valide suivante : 
ADB,B>DCEHASC. 


AlB|ICIA>DB B>DC|IB>DC 
RE A T T T 
TIT'F T F F 
T'FIT F T T 
T'F'F F T F 
ETAT T T TL 
FATF T F T 
EF) FT TL T T 
F'FIF T T T 


TABLE 2.2: Exemple de la conséquence valide 


Donc À D C'est une conséquence valide de A D Bet BD C: 


2.3.5 Formes normales (Normalisation) 


Toute formule peut se réécrire sous la forme : 


CAC ses 


Où chaque C; (appelé clause) est elle-même de la forme : 


Pi V Pa V... V Pm V Qi V 7 V... V =, 


Où les p; et gk sont des atomes. 
Cette forme est appelée forme normale conjonctive. Il y à un algorithme pour 
mettre en FNC. 


La FNC est nécessaire pour pouvoir appliquer certains algorithmes. 
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Exemple 


Transformer en forme normale conjonctive la formule donnée ci-dessous. 


(EVE eV d 


1. Appliquer l’équivalence double-implique et implique-ou pour supprimer les 
— et <—. La formule devient donc : (-(b V c) Va) V d. 


2. Appliquer De Morgan pour "descendre" les négations près des variables. La 
formule devient : ((-b A -c) V a) V d. 


3. Appliquer la distributivité pour descendre les V et remonter les À, donc 
((-b Va) A(=cVa))Vd=((-bVa)Vd)A((-cVa)) V d). 


4. Appliquer l’associativité des V et A = (-bV a V d)A(-cV a V à). 


Il existe aussi une forme normale disjonctive @* : 


DEVESNV.AN D, 


Où chaque D; est lui-même de la forme : 


PAT | A Tu À 781 À 82 À …. À —s, 


Où les r; et s4 sont des atomes. 


2.4 Théorie de la preuve (démonstration) 


Dans le chapitre précédent, nous avons vu la méthode des tables de vérité pour éta- 
blir la validité et la consistance d’une formule. Cependant, cette méthode réclame, 
pour une formule contenant n atomes distincts, le calcul d’une table comprenant 
2" lignes. Il faut donc essayer de trouver des méthodes plus efficaces. En consé- 
quence une autre approche, dite déductive, basée sur la formalisation de la théorie 


est proposée. 
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L'approche déductive a pour objet de calculer les conséquences logiques par l’ap- 
plication des règles d’inférence. Pour cela on construit des systèmes formels d’in- 
férence composés d’axiomes (formules) et de règles d’inférence. 

Il existe plusieurs systèmes d’inférence de ce type pour la logique des propositions : 
Système de Hilbert, système de déduction naturelle, principe de résolution de Ro- 
binson, etc. 

Nous verrons dans ce chapitre le système de déduction naturelle ainsi que le prin- 


cipe de résolution de Robinson. 


Pour spécifier notre système du calcul propositionnel formel nous avons besoin 


d’avoir : 


1. Un alphabet (l’ensemble des symboles utilisés), 


2. Un ensemble de suites finies de ces symboles qui sont appelées formules bien 


formées. Ce sont les phrases du langage formel, 
3. Un ensemble fini de formules appelées axiomes, 


4. Un ensemble fini de règles : les règles de déduction (règles d’inférence). 


Définition 
Le système formel du calcul propositionnel (CPF) est défini par : 


1. L’alphabet est composé de : 


a) a,b,...,z variables propositionnelles, 


(a) 
(b) —,— Symboles primitifs, 
(c) (,) parenthèses. 

2. L'ensemble des formules bien formées est défini par induction comme suit : 


(a) Chaque variable propositionnelle est une formule bien formée, 


(b) Si A et B sont des formules bien formées alors, À — B et -B sont des 


formules bien formées, 


(c) L'ensemble des formules bien formées est engendré par les clauses a) et 


b) ci-dessus. 
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3. Axiomes : Pour toutes formules bien formées (fbfs) À, B et C les formules 
suivantes sont des axiomes du système formel CPF. 
(a) (A — (B — A))... (axiome 1), 
(b) (A (B = C)) — ((A — B) - (A -— C))..(axiome 2), 
(c) (-B — -A) = (A = B)..(axiome 3). 
4. Règles d’inférence appelée modus ponens (MP)(A — B, A) — B ou AE, 
En d’autres termes cette règle signifie : B est une conséquence directe de 
A et (A — B) où À et B sont des formules bien formées (fbfs). 


| , , A=B,B 
5. Règle appelée modus tollens (MT) : (A — B,-B) — -A où == 


Ÿ . « : B 

6. Règle de substitution (Sub) : 5x 
La règle de substitution signifie que à partir d’une formule B contenant une 
variable p, on peut déduire la formule [A/p] B obtenu en remplaçant toutes 


les occurrences de p dans B par une formule A. 


Remarques 


— Les deux symboles — et — ont été introduits sans aucune définition. Ici ils 
n’ont aucun sens précis. Ce sont de simples marques (des symboles primitifs) 
intervenant dans la construction des formules. 

— La règle Modus Ponens est la seule règle du système qui nous permet d’ob- 
tenir, à partir des axiomes, d’autres formules appelées conclusion de déduc- 


tion. 


Important 


Un théorème est une affirmation (mathématique ou logique) qui peut être démon- 
trée, c’est-à-dire une assertion qui peut être établie comme vraie au travers d’un 


raisonnement logique construit à partir des axiomes. 


2.4.1 Système de déduction naturelle 


Dans ce système, il n’y à pas d’axiomes, uniquement des règles d’inférence. On 


notera : Pepe Sarre 


Le fait qu’on peut produire g à partir de f1,.…., fh (inférence directe). On note : 
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f — ... — g représente qu’on peut produire g à partir de f par une succession 
d’inférences. Dans tout système d’inférence on peut utiliser toutes les équivalences 


connues pour produire de nouvelles formules. Si on a f = g, on a forcément f E g. 


Exemple 


À partir de la formule suivante —(p V q) nous pouvons déduire —p À -q. 


2.4.1.1 Règles d’inférence 
2.4.1.2 Complétude et consistance 


Idéalement un système formel doit satisfaire les deux critères de consistance et de 


complétude. Ces deux notions font le lien entre syntaxe et sémantique. 


On se rappelle qu’un théorème est une formule qu’on peut produire par application 
des règles à partir des axiomes. La «théorèmité» d’une formule est donc une notion 
syntaxique. Par contre la notion de conséquence logique est sémantique, elle est 
définie en dehors de tout système d’inférence formel. C’est cette notion qui nous 


servira à vérifier la consistance et la complétude d’un système d’inférence. 


Définition 


Un système d’inférence est consistant si tous les théorèmes sont des conséquences 
logiques des formules des axiomes (tout ce qui est démontrable est «vrai »). Ou 


de manière équivalence, si on peut produire g à partir de l’ensemble de formules 


F, noté FE g, alors g est une conséquence de F (FE g). 

Un système d’inférence est complet s’il permet de produire toutes les conséquences 
logiques des axiomes, c’est-à-dire si toute conséquence des axiomes est un théorème 
(tout ce qui est vrai est démontrable). Ou, de manière équivalente, F = g entraîne 


FH g. Le système d’inférence naturel est consistant et complet. 


2.4.2 Principe de résolution de Robinson 


Le principe de résolution est formé d’une unique règle d’inférence. Sa grande sim- 


plicité de mise en œuvre en fait une méthode très utilisée. 
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Théorème 


Toute formule est équivalente à une conjonction de clauses. On notera C(F) un 


ensemble de clauses dont la conjonction est équivalente à F. 


Exemple 


Cp = q) = -p V q,p V -q 


Une interprétation satisfait F si seulement si elle satisfait C(F). En particulier 


C(F) est contradictoire si seulement si F est une antilogie. 


2.4.2.1 Règle de résolution 


Si u est un littéral d’une clause C', on notera C/u la clause dont tous les littéraux 


sont ceux de C sauf u. 


Exemples 


1. Soit la formule suivante : (bpVqaVr)qg=pVr 
La clause C’ est une résolvante des clauses Ci et C3 si il existe un littéral w 


tel que : 


— U est un littéral de C1, 
— —u est un littéral de C5, 
— C=(Ci/u) V (C3/-u). 
2. pVret q V -r donnent la résolvante p V q, 
3. pVqaVret -r VsV-tVq donnent p V qVsV-t, 


4 pVqVret -pV -qVs donnent gVrV-gVset pVrV-pVs, attention 


elles ne donnent pas r Vs. 


5. —p V q et p donnent g, 


6. —p V p donnent la clause vide notée 


Une preuve par résolution de la clause F à partir de l’ensemble de clauses Cest une 


suite finie de clauses C1, C2,...C, telles que C; € C' ou bien C; est une résolvante 
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de deux C; précédents, et Un = F. 
Notation : CHF. 


Exemple 


p,-pVq-qVrkt ren prenant : 
— Ci = p,C2 = -p V q, dans l’ensemble de départ, 
— C3 = q est une résolvante de Ci et C2. 
— C3 = -q Vr, dans l’ensemble de départ, 
— C3 = 7 est une résolvante de C3 et C4. 
Une réfutation d’un ensemble de clauses C’est une preuve de la clause vide à partir 
de C. 
Notation : CH 


Exemple de réfutation 


De l’ensemble de clauses : 
1, DV SQNr, 
25 Sp NV; 
F5 
—r. On obtient successivement : 
p V =q (1+4) 
Q (2+3) 
—p (5+6) 
(3+7) 


DE OL Eee 


2.4.2.2 Validité de la règle de résolution 


Propriété 


La règle de résolution est saine (Sound), c’est-à-dire toute résolvante est une consé- 


quence sémantique des clauses dont elle est issue. 
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Corollaire 1 


Toute clause F déduite d’un ensemble C de clauses par résolution est une consé- 


quence sémantique de Ci CE F'alos CF. 


Corollaire 2 


Un ensemble de clauses admettant une réfutation si CH D alors CE F. 


2.4.2.3 Complétude de la méthode de résolution 
Théorème 


La méthode de résolution est complète pour la réfutation, c’est-à-dire, si C est un 


ensemble de clauses contradictoire, alors il existe une réfutation de C. 


Remarques 


— Elle n’est pas complète pour la déduction. 

— La méthode est non déterministe, le théorème dit que la réfutation existe, 
il ne dit pas comment la trouver, ni si la recherche se termine (voir la figure 
21) 


CEF > CHF 


U © 
CUC(-F)n & CUC(-F)Ef 


FIGURE 2.1: Complétude de la méthode de résolution 


2.4.2.4 Quelques stratégies 
Résolution positive 


On n’autorise la résolution qu'entre deux clauses dont l’une est positive (n’a aucun 


littéral négatif). 
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Remarque 


Il y à au moins une clause positive dans un ensemble contradictoire. (Sinon l’en- 


semble serait satisfait par l'interprétation toujours fausse). 


Propriété 


La résolution positive est complète pour la réfutation. 


Exemple 


de l’ensemble des clauses : 
1. —pV-qVr 
2. pVq 
250 


À. —r 


On obtient successivement 
5. —-gVr(1+3) 
6. q(2+4) 
7. r (5 + 6) 
8. [I {4 + 7) 


Résolution négative 


On n'autorise la résolution qu'entre deux clauses dont l’une est négative (n’a aucun 


littéral positif). 


Remarque 


Il y à au moins une clause négative dans un ensemble contradictoire. (Sinon l’en- 


semble serait satisfait par l'interprétation toujours vraie). 
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Propriété 


La résolution négative est complète pour la réfutation. 


Exemple 


de l’ensemble des clauses : 
1 —pV-qVr 

pVq 

P 


DR 


Sr 


On obtient successivement 
5. -pV-q(1+4) 
6. —p (2 +5) 
7. D {8 +6) 


Résolution linéaire et résolution linéaire par entrée 


Une preuve par résolution linéaire d’une clause F à partir d’un ensemble C de 
clauses est une suite Co, C1,...C,, telle que C5 € Cet pour tout à, C; est une 
résolvante de C;_ et d’une clause de C’ ou d’un C; précédent. 


La preuve est linéaire par entrée si on prend toujours une clause C’ (clause d’entrée). 


Exemple 


de l’ensemble des clauses : 
1. =pV-qVr 

pVq 

P 


RUES ND 


Sr 


On obtient successivement 
5. q(2 +3) 
6. -pVr (5 +1) 
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7. r (6 + 3) 
8. [1 {7 +4) 


Propriété 


La résolution linéaire est complète pour la réfutation. La résolution linéaire par 
entrée n’est pas complète. La méthode de résolution est, dans le cas général, inef- 


ficace. Il existe cependant des cas particuliers où cette méthode est rapide. 


Nous allons nous intéresser dans ce qui suit à un type particulier de forme normale, 


les formes normales composées de clause de Horn. 


Propriété 


La résolution linéaire par entrée est complète pour la réfutation des clauses de 


Horn. 


Définition de la clause de Horn 


Une clause de Horn est une clause comportant au plus un littéral positif. Il existe 
donc trois types de clauses de Horn : 
— Celles comportant un littéral positif et au moins un littéral négatif, appelées 
clauses de Horn strictes ; 
— Celles comportant un littéral positif et aucun littéral négatif, appelées 
clauses de Horn positives ; 
— Celles ne comportant que des littéraux négatifs, appelées clauses de Horn 


négatives (et dont fait partie la clause vide 6). 


Algorithme de résolution adapté aux clauses de Horn 


L’algorithme présenté ci-dessous constitue une amélioration de l’algorithme de 


résolution appliqué à une forme normale N ne contenant que des clauses de Horn. 
1. Si o est dans N, l’ensemble est inconsistant et la résolution est terminée ; 


2. Sinon, choisir une clause C’ et une clause P telles que P soit une clause de 


Horn positive réduite à p et C’ une clause contenant -; 
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3. Calculer la résolvante R de P et C': 

4. Reprendre l'algorithme en remplaçant N par (N \ {C})UR. 
Cet algorithme peut se terminer de deux façons : 

1. Nous avons abouti à Ÿ et l’ensemble N est alors inconsistant : 


2. Il est impossible de poursuivre, car nous ne parvenons plus à trouver P et C 
vérifiant les conditions requises ; la formule est alors consistante et le modèle 
composé de chacune des clauses positives restantes (ou plus exactement le 
modèle composé de chacun des atomes de ces clauses), lorsque l'algorithme 
se termine, est un modèle de N (on appelle d’ailleurs ce modèle le modèle 


canonique de N). 


Exemple 


Nous allons utiliser cette méthode pour démontrer l’inconsistance de : 


DV r TV Esp, 8} 


1. Par sélection de p et -p V r, l’ensemble se réduit à : {r, 7 V s,p, -s}. 
2. Par sélection de r et -r V s, nous obtenons : {r,s,p, -s}. 


3. Enfin, par sélection de s et 5 : {r,s,p,Ü}. 


L'ensemble de clauses est bien inconsistant. 


Utilisation des clauses de Horn 


— Les clauses de Horn positives, par exemple p, sont appelées faits. Il s’agit 
en effet de l’énoncé de la vérité logique d’un atome. 


— Les clauses de Horn strictes qgV-p1V...V-p, sont équivalentes à p1..., Pr & q 


et représentent des règles du type si...alors.... Elles permettent de déduire 
de nouveaux faits à partir de faits existants. 
— Les clauses négatives peuvent se comprendre comme des buts à atteindre. 


Considérons que nous souhaitions prouver {H:,..., H,} À (pAgqAr). La 


partie (pAgAr) est le but de notre résolution. En appliquant une technique 


d’inconsistance nous sommes ramenés à {AÆ,,..., H,,(—p V -q V -r)} E 0. 
La clause (-pV -qV -r) est une clause de Horn négative qui modélise donc 


bien le but à atteindre. 
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Exemple 


Soit F = (p — (g —r)) — ((p — q) — (p — r)) alors 
F=(-pV-qVr)A(-pVq)ApA-r 

CCF) = Cp V-aVr,-pV ap, 7} 

C(-F)+ 


Donc F est une tautologie 


2.5 Conclusion 


Dans ce chapitre, nous avons présenté la logique propositionnelle définie autant que 
logique sans quantificateurs qui s'intéresse uniquement aux opérations logiques : la 
négation, la conjonction, la disjonction, l’implication et l’équivalence. Elle permet 
de construire des raisonnements à partir de ces connecteurs. Nous aborderons dans 


le prochain chapitre la logique descriptive ou souvent appelée «logique d'ordre 1». 


Chapitre 3 


Logique des prédicats (ordre 1) 


3.1 Introduction 


Le calcul des prédicats est considéré comme une extension du calcul propositionnel 
qui donne la possibilité d'introduire en même temps que les variables proposition- 
nelles d’autres variables appartenant à un domaine arbitraire (ensemble d’entiers, 


de réels ou d’objets quelconques). Cette extension est obtenue grâce à l’introduc- 


tion des deux quantificateurs V et 1. 


L'objectif de ce chapitre est de définir la logique du premier ordre. Nous parle- 
rons d’abord de la syntaxe, c’est à-dire comment écrire les formules, puis de leur 


sémantique. 


3.2 Définitions 


3.2.1 Prédicat 


Un prédicat est une propriété ou relation qui porte sur un ou plusieurs éléments 
d’un domaine D. C’est une fonction de D dans T,F. 
Prenons le problème suivant : 

— Tout homme est mortel. 


— Socrate est un homme. 
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— Donc, Socrate est mortel. 
Nous avons déjà traduit des énoncés en logique des propositions. Supposons la 
traduction suivante : 

— Tout homme est mortel est traduit par la proposition a. 

— Socrate est un homme est traduit par la proposition b. 

— Donc, Socrate est mortel est traduit par la proposition c. 
Le problème s’écrit alors, en logique des propositions, a A b — c. Cette traduction 


est correcte. Mais elle est de piètre qualité. 


Ce problème peut être traduit de manière adéquate en logique des prédicats : 
— Hypothèse 1 : Quelque soit x appartenant au domaine D, si x est un homme, 
alors x est mortel (Vx(H(x) — Mi{x))); 
— Hypothèse 2 : Socrate à la propriété d’être un homme (H(Socrate)) : 
— Conclusion : Socrate à la propriété d’être mortel (WM(Socrate)). 
Dans cet exemple, nous avons utilisé deux prédicats (H et M), une constante (So- 
crate), une variable (x) et le quantificateur universel (W). Comme nous l’expliquons 


plus tard, ce raisonnement, ainsi formalisé en logique des prédicats, sera valide. 


3.2.2 Formule 


Avant de définir le langage du calcul des prédicats, l’ensemble des formules bien 


formées (correctement écrites) nous allons d’abord préciser : 


1. L’alphabet du langage du calcul des prédicats est composé de : 
— x1,x2 : les variables 
— al,a2 : les constantes 
— P1, P2 : les prédicats 
— f1,f2 : les fonctions 


— —,— : les connecteurs 


— V,7: les quantificateurs 
2. Les termes du calcul des prédicats (C'P.) sont définis comme suit : 
(a) Les variables et les constantes sont des termes. 


(b) Si fi est une fonction à n arguments du CP. et t1,t2,...t, sont des termes 
alors fi(t1,t2,...t,) est un terme du CP. 


(c) L'ensemble des termes est engendré par les clauses (a) et (b). 
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3.2.3 Formule atomique 


Une formule atomique du CP. est définie par : Si P, est un prédicat, une fonction 
définie d’un domaine D vers l’ensemble {0; 1} et t1,t2,...t, sont des termes alors 


Pi(tiit2;...t,) est une formule atomique. 


3.2.4 Formule bien formée 


Les formules bien formées (ou formule tout simplement) sont définies par : 
1. Chaque formule atomique est une formule bien formée. 


2. Si À, B sont des formules bien formées du CP. alors A, (A — B), (Vx)A, 


et (1x) À sont des formules bien formées. 


3. L'ensemble de toutes les formules bien formées est engendré par les clauses 
(1) et (2). 


Exemple 


Les formules suivantes sont des formules bien formées : 
— F=VrA(x) = (Vy((P(F(x):0) — (P(y(y);b))) 
— G=(P(F(a);b)) — Vr((-P(x; 0)) À P(F(æ): g(x; f(x)))) 


Parenthèsage 


De la même manière qu’en logique des propositions, nous accepterons les for- 
mules dont le parenthèsage est partiellement ou complètement implicite. Pour 
cela, les connecteurs et les quantificateurs sont traditionnellement classés de la 


façon suivante (par priorité décroissante des connecteurs et quantificateurs) : 


V,4,-,A,V,—,<. Dans le cas où deux connecteurs ont même priorité, et en l’ab- 
sence de parenthèse, l’associativité se fait de gauche à droite. Ainsi, -Vxr A VB doit 
se lire ((-(VxA)) VB). 


3.2.5 Variables liées, variables libres 


Dans la formule VxA la formule À est dite champ du quantificateur Y. La variable x 


est dite variable quantifiée par le quantificateur universel V. Les positions occupées 
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par la variable x dans la formule À sont appelées occurrences de x. Dans la formule 


précédente F la variable x possède deux occurrences. 


Définition 1 


Une occurrence d’une variable x dans une formule est dite liée si elle possède une 


occurrence dans le champ d’un quantificateur V (ou 2) dans cette formule. Si une 


occurrence d’une variable n’est pas liée, elle est libre. 


Exemples 


1. Soit F = VrA(x) — (Vy((P(f(x),0) — P(q(y),b))). La première occur- 
rence de la variable x est liée par le quantificateur Vxr, mais la deuxième 


occurrence de la variable x est libre. 


2. Vr, yP(x,y) D Q(z,y), Vr, AyP(x,y) D Q(z, y) la portée de y, x, WP(x,y) > 


Q(z, y) la portée de Vx. x est liée, y est liée, z est libre. (Une variable est 


liée à un quantificateur si elle se trouve dans sa portée). 


Définition 2 
Soit À une formule du calcul des prédicats. Un terme t est libre pour la variable 


x dans À si aucune occurrence libre de x dans À n’appartient à un champ d’un 


quantificateur (Vy) où y est une variable dans t. 


Exemple 


Le terme f(x, y) n’est pas libre pour y dans la formule : VrP{x,y) — VzQ(z, x). 


Remarques 


— Un terme t est dit clos s’il ne contient pas de variables. 


— Une formule À est dite close si elle ne contient pas de variables libres. 
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3.3 Théorie des modèles 


Comme en calcul propositionnel, nous allons nous efforcer de construire un modèle 
permettant de dégager une interprétation sémantique de nos formules. 

Cependant, en calcul des prédicats, il n’est pas possible d'appliquer une méthode 
des tables de vérité directement dérivée du calcul propositionnel, en raison des 
domaines de valeur des variables de chacun des prédicats. En fait, pour une formule 
atomique p(x1,.….,x,), nous allons avoir besoin d’une fonction (appelée fonction 
d'interprétation) chargée de donner un sens au symbole p, et donc de calculer sa 


valeur de vérité selon la valeur des x1,.., Zn. 


3.3.1 Interprétation 


On attribue un sens (une valeur de vérité) à chacune des formules en interprétant 


les différents symboles (fonctions, prédicats), les constantes et les variables. 


Exemple 


Soient x,y € N, Vxdy(x = y). Dans ce cas, on peut voir si cette formule est une 


proposition vraie ou une proposition fausse. 


3.3.1.1 Interprétation des termes 


Soit une formule F et 1 une interprétation de cette formule. On peut étendre 
l'interprétation 1 aux termes de F : 
— à chaque symbole de constante, on associe sa valeur selon 1 ; 
— à chaque variable, on associe la variable elle-même ; 
! 


— à chaque terme f(t1,...,t,), on associe le terme f'(#,,...,t,) où t,,...,t! sont 


les interprétations des t1,...,t, et f’ est l'interprétation de f. 


3.3.1.2 Interprétation des formules 


Elle est définie par : 
— Si Fest un atome p(t1,.….,tn), Î(F) est la fonction p/(t/1,...,t/,) où p/ est 


l'interprétation de p et où chaque t/; est l’interprétation de t; ; 
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— Si Fest de la forme (-G),(G— H),(G4 H),(GAH),(GVH),I(F) est 
définie par les mêmes lois fonctionnelles que celles définies pour le calcul 
propositionnel ; 

— Si Fest de la forme VrG(x,y1,.…, Un), pour tout n-uplet (a1,.….,an) € D, 
I(F)(a1,.….,an) = T si pour toute valeur a € D, I1(G)(a,a1,.….,an) = T, 
IP) = Sion: 

— si Fest de la forme 27G(x,y1,..., Yn), pour tout n-uplet (a1,.….,a,) € D, 
I(F)(a1,.….,an) = T s’il existe une valeur a € D, I(G)(a,a1,.…, a») =T, 
I(F)(a, a, .…., an) = F sinon; 


Définitions 


— Une formule À est vraie dans une interprétation 1 si v(A) = T dans 1. 

— Une formule À est dite satisfaite s’il existe une interprétation 1 telle que À 
est vraie dans 1. 

— Une formule du calcul des prédicats est dite valide si elle est vraie pour 
toute interprétation. Elle est dite non valide s’il existe au moins une inter- 
prétation pour laquelle la formule n’est pas vraie (fausse) ou possède un 
contre-modèle. 

— Une formule du calcul des prédicats est dite insatisfaisable si elle est fausse 


pour toute interprétation. 


Notation : 71 = A signifie que À est vraie dans J. 


3.3.2 Validité et consistance 


Définitions 


— Formule valide : Une formule F est dite valide ssi, pour toute interpré- 
tation J, on à I(F) =T. 

— Formule satisfiable : Une formule À sera dite satisfiable, ou sémanti- 
quement consistante, s’il existe une interprétation Z telle que Z(A) = T.. 
L'interprétation est alors un modèle de À. 

— Formule invalide : Une formule invalide est fausse dans au moins une 


interprétation. 
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— Formule insatisfiable : Une formule insatisfiable, ou sémantiquement in- 
consistante, ou encore anti-tautologie, est une formule fausse dans toute 
interprétation. 

— Formule contingente : Une formule contingente est vraie dans certaines 
interprétations et fausse dans d’autres. 

— Conséquence logique : Soit une formule B et une famille de n formules 
À; ; On dit que B est conséquence des À; si pour toute interprétation 1 telle 
que VA;,1(4;) =T,, on à aussi 1(B) = T. On note alors A;, 42, …, A, À B. 


3.3.3 Équivalence des formules bien formées 
3.3.3.1 Formules équivalentes 


Deux formules sont équivalentes quand elles ont même valeur dans toutes inter- 
prétation (notation : À = B). Soient A(x) et B(x) deux formules atomiques bien 
formées. Les formules équivalentes de la logique des propositions demeurent équi- 
valentes en logique des prédicats. 

— VrA(x) À VrB(x) = Vr(A(x) A B(x)), 

— 2xA(x) V 3xB(x) = (A(x) V B(x)), 

— —(VrA(x)) = 3-A(x), 

— —(3xA(x)) = Vr-A(x). 


Remarques 


— VrA(x) V VrB(x) £ Vr(A( 
— JrA(x) À AxB(x) £ 2x(A(x) A B(x)). 


or 
< 

& 
8 


3.3.3.2 Forme prénexe 


Elle consiste à accumuler les quantificateurs au début de la formule. L’uti- 
lité de cette forme est qu’elle permet de mettre en évidence certaines relations 
logiques qui ne sont pas évidentes à voir sous les formes habituelles des formules. 
— Une matrice est une formule du calcul des prédicats ne contenant aucun 
quantificateur. 


— Toute formule admet une forme prénexe équivalente. 
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— Une forme prénexe est une formule du calcul des prédicats de la forme 


Q1t1..Qntn M, où Q désigne 2 ou V et M est une matrice. 


Théorème 


Toute formule du calcul des prédicats peut être transformée en une formule équi- 


valente sous forme normale prénexe conjonctive. 


Définition 


Une formule est dite sous forme normale prénexe conjonctive si elle est de la forme : 


(Qu1)(Qu2)...(Qu)[ A1 V A2... V Ain] Vos [Ami A Ayn2 NEREN Anal 


Où Q est soit le quantificateur V ou soit le quantificateur 1, les v; sont des variables 
distinctes qui ont une occurrence libre dans les À;;. Chaque À;; est une formule 


atomique ou une négation d’une formule atomique. 


Algorithme de construction 


Pour construire la forme prénexe, il faut : 
1. Supprimer les connecteurs d’équivalence et d’implication. 


2. Renommer certaines variables liées de manière à n’avoir plus de variable 


quantifiée deux fois. 


3. Supprimer les quantificateurs inutiles (dont la variable quantifiée n’apparaît 


pas dans leur portée) s’il y en à. 


4. Transférer toutes les occurrences de la négation devant les atomes en uti- 
lisant les règles de réécriture vues pour la logique des propositions et les 
règles supplémentaires suivantes : 

— —VxA = 3x-AÀ; 
— dr A = Vr-A. 


5. Faire passer les quantificateurs en tête en utilisant les règles de réécriture 
suivantes (et en utilisant l’associativité, la commutativité ou le renommage 


de variable si nécessaire) : 
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— (VrA À B) = Vxr(A A B) si B ne contient pas x; 

— (344 A B) = 3x(A A B) si B ne contient pas x; 

— (VrA V B) = Vx(A V B) si B ne contient pas x; 

— (314 VB) = 3x(A V B) si B ne contient pas x. 
Exemple 01 


Transformer la formule suivante sous forme prénexe : 


Væp(x) À Zyq(y) — y(p(y) À q(y)) 


(y)) par suppression de — ; 


en 
2e 
a 
A 
ÈE 
> 
| 
& 
= 
TZ 


V \ q 
—(Vzp(x) À Ayq(y)) V 2z(p(2) A q(z)) par renommage des variables ; 
) ) A 


q(z)) par transfert de la négation : 


= CO 
& LL 
< 

& 


2(-p(x) V -q(y) V (p(2) A q(2))) par déplacement des quantificateurs. 


Exemple 02 


Transformer la formule suivante en forme prénexe conjonctive : 


Va[(Vyp(x) V Vzq(z;y)) — -Vyr(x; y)] 


1. (Vz)[(p(x) À (V2)a(s; y)) — -(Vypr(x; y)|; 
2. Vrf(p(x) À (V2)q(z: y)) — Var (x; y)] ; 
) 


. Val-(p(x) À 22-q(z; y)) V ui-r (x; yi)|; 


(px) À —q(z;y)) V -r(x; y); 
. Vazgf-(p(x) V =r (x; y1)) À (aq y) V =r (x; y)]. 


OT OH 
< 
8 
& 
LS 
H 


3.3.4 Forme de Skolem 


La forme Skolem est constituée que des quantifications universelles. La procédure 


de construction est comme suit : 
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UE. ver 


10. 


. Prendre la fermeture existentielle de D (c.à.d quantifier les variables libres 


de D par le quantificateur 2) ; 
Éliminer dans D tous les quantificateurs redondants : 
Renommer chaque variable quantifiée dans D plus d’une fois ; 
Éliminer les occurrences des connecteurs autres que -, V et A. 
Pousser à droite tous les connecteurs en remplaçant : 

—(VxA) par 2(-4); 

2x A) par Vx(-A); 

(A VB) par -A A -B; 

(A A B) par -A V -B; 

—(—À) par À. 


Jusqu'à ce que toutes les occurrences de — précède immédiatement une 


— 


TRS 


formule atomique. 


. Pousser les quantificateurs à droite en remplaçant : 


(A V B) par 

— AV3B si x n’est pas libre dans À; 

— A VB si x n’est pas libre dans B. 
— 3(A AB) par 

— AAJB si x n’est pas libre dans À: 
A À B si x n’est pas libre dans B. 
— Vx(A A B) par 

— AAVxB si x n’est pas libre dans À; 

— VxA AB si x n’est pas libre dans B. 


. Éliminer les quantificateurs existentiels. Prendre la formule la plus à gauche 


de la forme 4yB(y) et la remplacer par B(f(x1,.…,x,)) où 


— %1,.., 2 Sont des variables distinctes de yB(y) quantifiées universelle- 


ment à gauche de 1yB(y). 
— f est fonction à n arguments qui n’occure pas dans la formule. Répéter 


ce processus jusqu’à l’élimination complète des tous les quantificateurs 


extensionnels. Dans le cas particulier n = 0, remplacer 4yB(y) par B(a) 


où a est une nouvelle constante qui n’occure pas dans la formule. 


. Déplacer les quantificateurs V à gauche ; 


. Distribuer A et V'; 


Simplifier en utilisant les règles préservant la satisfaction. 
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Exemple 


Transformer la formule suivante sous forme Skolem. 


Va(p(x) — 22(-Vy(q(x, y) — p(f(t))) À Vy(q(x, y) — p(x)))) 


1. Prendre la fermeture existentielle de D et éliminer le quantificateur redon- 


dant 22. 
Va (p(z) — (Vy(a(r, y) — p(F(E))) À Vy(q(x, y) — p(x)))) 
2. Renommer la variable y, elle est quantifiée deux fois. 
HVa(p(x) — (Vy(a(x, y) — p(F(E))) À Vz(a(x, 2) — p(x)))) 
3. Éliminer toutes les occurrences de —. 
Va (px) V (Vy(g(x, y) V p(F(E))) À Ve(-aq(x, z) V p(x)))) 
4. Déplacer —. 
HVr (px) V (Ay(q(x, y) À =p(f(E))) À Ve(-a(x, 2) V p(x)))) 
5. Pousser les quantificateurs y et Vz à droite. 

Va(=p(x) V ((a(æ, g(x)) À =p(f(a))) À (Vz(oa(x, 2) V p(x)))) 
6. Éliminer les quantificateurs 4 et y. 

Va(-p(x) V ((a(x, g(x)) À =p(f(a))) À (Vz(oa(x, 2) V p(x)))) 
7. Déplacer le quantificateur V à gauche. 

VaVz(-p(x) V ((a(x, g(x)) À =p(f(a))) À ((a(x, 2) V p(x)))) 
8. Après distribution de V et À simplification. 

Va{(p(x) V ((a(x, g(x))) À =p(f(a))} 


3.3.5 Forme Clausale 
Un littéral est défini comme étant une formule atomique ou une négation d’une 


formule atomique. Une clause est une disjonction de plusieurs littéraux. Une for- 


mule du calcul des prédicats est dite sous forme clausale si elle est sous la forme : 


Va... Vrn(Ci A Co AA C%) 
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Algorithme de construction 


Pour construire la forme clausale, il faut : 


1. Prendre la fermeture existentielle de D (c.à.d. quantifier les variables libres 


Er SE Ç es D 


de D par le quantificateur 2), 
Éliminer dans D tous les quantificateurs redondants. 


Renommer chaque variable quantifiée dans D plus d’une fois, 


Eliminer les occurrences des connecteurs autres que : —,V et A. 


Pousser à droite tous les connecteurs en remplaçant : 
—(VxA) par 2x(-À) ; 

x A) par Vx(-À) ; 

VB) par -AA-8 ; 

AB) par -AV -B ; 

À) par À. 


Exemple 


Si nous partons de la formule skolémisée : 


sk(A2) = VaVy(P(x, f(x)) — (Q((x), y) À R(y,g(x,y))) 


. l'élimination des quantificateurs universels, donne : 


mP(x, f(x) V (QC), y) À R(y, gx, y))) 


. l'application de la transformation —, V, on obtient : 


mP(x, f(x)) V (QC), y) À R(y, gx, y))) 


. Puis par la distributivité, on obtient : 


CP, f(x) V QT (x), y)) À CP (x, f(x)) V R(y, gx, y))) 


. Nous obtenons à la fin les deux clauses : 


Remarque 


Toute formule est équivalente à une formule prénexe, Skolem et clausale. 
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3.4 Conclusion 


Dans ce chapitre, nous avons présenté la logique des prédicats considérée plus riche 
que la logique propositionnelle par l'inclusion des quantificateurs universels au 
même temps que les variables propositionnelles. A travers les prochaines annexes, 


nous proposons une suite d’exercices corrigés. 


Annexe À 


Série d’exercices 


Exercice 1 


Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et 
pourquoi ? 
1. Si Napoléon était chinois alors 3 — 2 = 2: 
Soit Cléopâtre était chinoise, soit les grenouilles aboïent ; 
Soit les roses sont des animaux, soit les chiens ont 4 pattes ; 
Si l’homme est un quadrupède, alors il parle ; 


Les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs ; 


D Oo À & N 


Alger est en Algérie ou Madrid est en chine. 


Exercice 2 


Soient (P), (Q) et (À) trois propositions, donner la négation de 
1. (P) et (non(Q) ou (R)), 
2. ((Pjet(Q)) — (BR) 


), 
) et 


Exercice 3 


Démontrer les règles suivantes à l’aide d’une table de vérité. 
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Exercice 4 


Écrire l'expression À + B.C sous forme normale conjonctive et puis sous forme 


normale disjonctive. 


Exercice 5 


Soient les quatre assertions suivantes : 


1. x € RVy € Rx +y>0; 


2. Vr € Ry E Rx +y>0; 
3. Vr € RVy € Rr +y > 0; 


4. 2x € RVy € Ry? > x. 


Les assertions 1, 2, 3, 4 sont-elles vraies ou fausses ? Donner leur négation. 


Exercice 6 


Traduisez les énoncés suivants en formule logique : 
1. Quand il fait beau, Jean est heureux ; il fait soleil ; donc, Jean est heureux. 


2. Quand il fait beau, Jean est heureux; or, il fait mauvais; donc Jean est 


malheureux. 


3. Quand il fait beau, Jean est heureux ; or, Jean est malheureux; donc il fait 


mauvais. 


Exercice 7 


Les « formules » suivantes (voir la table A.1) sont-elles des formules bien formées ? 
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aVbAc a V-bAcC aV-bAc an VbAc 
(a) (a)b —b(a) V-(bAc) 
a(Vb:\c) a — b a+ a a—b&c 
a— —(b& c) a — b aV(b&c)—d|'aV(b & c) - 
C— d 


Exercice 8 


Explicitez le parenthèsage implicite des formules suivantes : 


1. a—b—c; 


2 UVbANc 


TABLE A.1: Table des formules 


3 aVbAc&d-— eV fAg 


Simplifiez au maximum le parenthèsage des formules suivantes (voir la table A.2) : 


a) ((aV b)) ((a) À (b)) 

—(((a) À b)) aV(bAc) (aVb)Ac 

(a A(b— c)) (({aVb)Ac)&e (((aVb)Ac)& e) — f 

(((a — b) — c) — d) (a A (bAc)) (a — (b — c)) 

(-(a V b)) ((a Ab) — c) ((aAb)Vc) & (e — f) 
TABLE A.2: Table des formules à simplifier 


Exercice 9 


À l’aide de l’arbre de construction (décomposition), vérifier si les chaines de sym- 


boles suivantes sont des Fbf. 


(CEÆVQ) 0 & ER) 


(PDQ)5R)VS)VT)) 


ADB>DC=((D=E)AAVE) (BD D)V(AVC)I=EANA-BV-D) 


TABLE A.3: Table des formules à vérifier 


Exercice 10 


Vérifier au moyen des tables de vérité si les conséquences sémantiques sont valides : 


Annexe B Série d'exercices 53 


1. A (AS B)ÈB; 
2. A(BDC),(AD(B>DC))EC; 
3. (ADC),(C 3 B),-A = —B. 


Exercice 11 


Donner les formes normales conjonctives et disjonctives des propositions suivantes 


à l’aide de tables de vérité : 
L: ((CPASQ)V(RV SAP) SAR = =P)); 
2. (((CPVR)A(QAP)A(RVO)). 


Exercice 12 


Soit le raisonnement suivant : 
— Quand il fait soleil, je mets mes lunettes ou je ne sors pas. 
— Je ne reste à la maison que sans lunettes et par temps gris. 


Donc si je ne mets pas mes lunettes, c’est qu'il fait gris. 


1. Formaliser ce raisonnement en utilisant les variables suivantes : 


s : il fait soleil, 1 : je mets mes lunettes, m : je reste à la maison. 
2. Montrer que le raisonnement ci-dessus est correct (valide) : 
(a) en utilisant la table de vérité; 


(b) en utilisant une mise en forme normale par le calcul (algébriquement). 


Exercice 13 


Considérons l’extension du langage du calcul propositionnel (CP) par les deux 
symboles 


— Construire les tables de vérité des formules propositionnelles : 


— Montrer que dans cette extension, les ensembles 
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Exercice 14 


Montrez que les formules suivantes sont des théorèmes : 


LPC) GES 


2. (pere nero) 


Exercice 15 


Soient les trois formules f1, f2 et f3 suivantes : 
f1=(A4-(A4-8B))- (A-8B); 
f2=(A-+B)-C)-(B-cC); 
f3=(A-B)-(B-C)-(A-((A-B)-cC)). 
1. Montrer, à l’aide du théorème de déduction, que f1, f2 et f3 sont des 


théorèmes. 


2. Montrer, maintenant, que f1, f2 et f3 sont des théorèmes; et cela sans 


utiliser d’hypothèses. 


Exercice 16 


Utiliser la méthode de résolution propositionnelle pour montrer si la formule C est 
une conséquence logique des formules À et B: 
Où: A=(p—(qVr)); B=-ret C = (-q — -p). 


Exercice 17 


1. En utilisant la méthode de résolution propositionnelle, démontrer que la 
formule suivante est une tautologie : 
F=(aA-b)V(-aA-(bVc))V(-cAb) V(bAcA a) V(cA-a). 


2. En déduire ce qu’il en est de la validité de la formule A suivante : 
A={(a—b)A(-a-(bVc))A(-c— -b) A((bAc) — -a) A(c— a). 
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Exercice 18 


Formalisez les phrases suivantes dans le langage des prédicats, en conservant autant 


de structure que possible. 
1. Pierre marche et Jean court. 
Si Pierre court, alors Pierre sera fatigué. 


Marie viendra, mais pas Jeanne. 


0 D 


Si le président de la République ne répond pas aux questions, alors l’édito- 


rialiste écrira un article ravageur. 


5. Si cet homme ou son ami reviennent dans le quartier, je ferai signe. 


Exercice 19 


Dans les formules suivantes, dites si les variables utilisées sont des variables libres 


ou des variables liées. 


p(x) V q(y) Væp(x) V q(y) 

22(Vap(x, 2) V q(y, 2)) Væxp(x) V q(y,2) 

Væzp(x) V q(x) 2z(p(x, 2) V yq(y, 2)) 

p(x,y) Vp(y,x) Ap(x,x) — p(x,y) a VO) A BED) + 
p(r, y 

VaVy(p(x,y) V py,x)) À px,x) — | VaVy(p(x, y) V p(y,x)) À Vxp(x,x) — 

2 Vyp(x, y) 2aVyp(x, y) 


TABLE A.4: Table des variables 


Exercice 20 


Traduisez les phrases suivantes dans le langage des prédicats. Conservez autant de 


structure que possible. 
1. Tous les plombiers sont des hommes ; 
2. Pierre est riche ; 
3. Si Pierre est un plombier, Pierre est riche ; 
4 


. Quelques plombiers ne sont pas riches : 
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5. Aucun plombier n’est riche. 


Utilisez les traductions suivantes pour les prédicats : 


— P,:x est plombier; 
— H, :x est un homme; 


— R,:xest riche. 


Exercice 21 


Traduisez les formules en français. Utilisez les traductions des prédicats ci-dessous 


(table A.5), ainsi que : 
— Q, : x habite à Quimper; 
— a: Antoine; 
— b: Béatrice; 


— c: Christine. 


Qc 


ur 


Ro 


( Vr(Pr — Qù) 


Æ(0Qs A ne) 


TABLE À.5: Table des prédicats 


Éliminer les parenthèses dans ce qui suit :V2(4y(Vr(R(x, y) À P(z)))). 


Annexe B 


Corrigés des exercices 


Exercice 1 


1. I s’agit, ici d’une implication. « Napoléon est chinois » est faux et « 3—2 = 2 
» est faux, or la seule possibilité pour qu’une implication soit fausse est 
qu’une assertion vraie implique une assertion fausse, donc l’assertion 1 est 


vraie. 


2. Une phrase, en français, du genre « soit, soit.» se traduit mathématique- 
ment par «... ou... » « Cléopâtre était chinoise » est faux et « les grenouilles 


aboiïent » est faux donc l’assertion 2 est fausse. 


3. « Les roses sont des animaux » est faux et « les chiens ont 4 pattes » est 


vrai, donc l’assertion 3 est vraie. 


4. « L'homme est un quadrupède » est faux et « il parle » est vrai, donc 


l’assertion 4 est vraie. 


5. « Les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs » peut se traduire par « 
les roses ne sont pas des animaux et les roses ne sont pas des fleurs ». « les 
roses ne sont pas des animaux » est vrai et « les roses ne sont pas des fleurs 
» est faux donc « les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs » , donc 


l’assertion 5 est fausse. 


6. « Alger est en Algérie » est vrai et « Madrid est en chine » est faux, donc 


« Alger est en Algérie ou Madrid est en chine » est vraie. 
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Exercice 2 


1. non((P) et (non(Q) ou (R))) = (non(P) ou non(non(Q) ou (R))) = 
(non(P) ou ((Q) et non(R)) = (non(P) ou (Q)) et (non(P) ou non(R)) = 
(non(P) ou (Q)) et non((P) et (À)) 
Les deux dernières équivalences logiques me paraissent acceptables, parce 
qu'il y à souvent différentes façon d’exprimer une négation, ensuite il faut 
voir dans les exercices comment se présentent les propositions (P), (Q) et 
(R). 

2. non(((P) et (Q)) — (R)) = ((P}et(Q)) et non(R) = (P) et (Q)etnon(R). 


Exercice 5 


1. est fausse. Car sa négation qui est Vx € R1y € Rx +y < 0 est vraie. Étant 
donné x € R il existe toujours un y € R tel que x + y < 0, par exemple on 


peut prendre y = —(x +1) et alors x+y=x—-x—1. 


2. est vraie, pour un x donné, on peut prendre (par exemple) y = —x + 1 et 
alors æ + y = 1 > 0. La négation de (2) est 2x € RVy € Rx + y < 0. 


3. Vx € RVy € Rx +y > 0 est fausse, par exemple x = —1, y = 0. La négation 
est rx € Ry € Rx + y <0. 


4. est vraie, on peut prendre x = —1. La négation est : Vr € R2y € Ry? < x. 


Exercice 6 


Ci-dessous une suite de propositions élémentaires qui nous aiderons à formaliser 
les énoncés. 
1. b= il fait beau. 

h = Jean est heureux. 

Hypothèse 1 : AH; = b— h (Quand il fait beau, Jean est heureux). 

Hypothèse 2 : H, = b (il fait soleil). 

Conclusion : C'= h (Jean est heureux). 

Formulation : H1AH-—C=(b—h)Ab—h. 


2. b= il fait beau. 


h = Jean est heureux. 
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Hypothèse 1 : H;, = b— h (Quand il fait beau, Jean est heureux). 


Hypothèse 2 : H2 = -b (il fait mauvais). 


Conclusion : C'= -h (Jean est malheureux). 


Formulation : HA H5—C=(b—h) Ab — -h. 


3. b= il fait beau. 


h = Jean est heureux. 


Hypothèse 1 : H, = b — h (Quand il fait beau, Jean est heureux). 


Hypothèse 2 : H) = -h (Jean est malheureux). 


Conclusion : C'= -b (il fait mauvais). 


Formulation : HA H5—C=(b—h)A-h— -b. 


Exercice 8 


Explicitez le parenthèsage implicite des formules suivantes : 


L'a—b—c={((a— b) - 0c) 


2. aVbAc=(aV(bAc)) 


3. aVbAchd— VfAg=((aV(bAc))& (d— ((-e) V(fAg)))) 


Simplifiez au maximum le parenthèsage des formules suivantes (voir la table B.1) : 


(a) = a ((aVb))=aVb ((a) À (b)) = a Ab 
—(((a) A b)) = -(a V b) aV(bAc) =-(a Ab) (aVb)Ac=aVbAc 
a\(b—c))=aA(b— |((aVbAc)4hez=(aV|(((aVb)Ac)&ée) — f = 
c) bjAck&e (({aVb)Ack&e) - f 

(((a — b) — c) — d) = |(aA(bAc))=aAbAc | (a —(b— c)) = a — (b — 


(-(a V b)) = -(a V b) ((aAb) —c)=aAb-c 


c) 
((a Ab) Vc)& (e — f) = 
afAbVc&e- f 


TABLE B.1: Simplification des formules 


Exercice 12 


1. Avec les variables s, 1 et m dénotant : s : il fait soleil ; 1 : je mets mes lunettes ; 


m : je reste à la maison ; on peut formaliser le raisonnement donné avec une 
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formule du calcul propositionnel suivant : 
((s — (Vm))A(m—(iA-s))) — (-i = -5s) 

2. Le raisonnement considéré est valide car la formule (A) est une tautologie ; 
montré à la table de vérité (Figure B.1) : soient le sous formules : 1 = s — 
({Vm), [1 =m (As), III = (-i = -s) avec (A) = (T AIT) — III. 
Par une méthode algébrique : 1 = -SALAm = (1V-s)Vm) = (-l = -s)Vm 


puisque m — (—iÙ A -s) alors Î — (il — 5) A (Hi A -5). 

Or ( negl — -s)V(-lA-s) = (-i — -s) car (A toB)V(AAB) = (A - B)) 
On aura donc (1 AIT) — (1 — 5) V (li A -s) = (-i — -s); c’est à dire 
(LAIT) — III est une tautologie. 


FIGURE B.1: Table de vérité de la formule À 


Exercice 13 


Rappel 


Un système complet de connecteurs Cest un ensemble de connecteurs logiques tel 
que toute formule propositionnelle est équivalente à une formule n’utilisant que 


les connecteurs de C. 


1. Table de vérité B.2 


2. {V,—} est un ensemble complet de connecteurs car on peut exprimer les 
autres connecteurs usuels en fonction des éléments de cet ensemble : 
-A= AI 
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ENÉRIBPSENBES CURE SES ANEETSESTE"S 


FIGURE B.2: Table de vérité des formules propositionnelles 


AAB=-(-AV-B)=(-AV-B) > 1=((A—1)V(B=1) 1 
A&B=(A=B)A(B— A)=(((A— B)— 1) V((B— A)L)) = L 


{—} constitue à lui seul un ensemble complet complet de connecteurs : en effet il 
suffit de remarquer que À V B = (A — B) - B. 


Exercice 16 


On a A,B E C'si et seulement si À, B,-C EH 


On écrit À, B et -C' sous forme clausale : 


A=-PVqVr (une clause), 
B = -r (une clause), 


-C'= -q A p (deux clauses). 


On a donc : 
Ci=-pVavr 
Cor 
C3 = -q 

Ca =p 


C5 =qVr Res(C:, C\) 
CG = T Res(C3, C5) 
C —= Res(C>, C6) 


Donc Cest une conséquence logique de À et B. 


Exercice 17 


1. Pour montrer que Fest une tautologie, on démontre que —F' est une contra- 


diction. 
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F=(aA-b)V(-aA-(bVc))V(-cAb) V(bAcAa)V(cA-a). 


On a donc : 

Ci = a Vb 
CO=aVbVe 
Css CV 0 

Ca = —b V =cV -a 
CG =cVa 


À partir de cela, on obtient -F. 
C6 = b V c Res(Cï, C2) 

C7 = c Res(C3, C6) 

C8 = -c V -a Res(C1, C4) 

Co = -c Res(C5, Cs) 

Co = E Res(C7, Co) 

Donc -F EU, d'où :EF. 


2. En effectuant le calcul, on obtient À = -F; donc À est une contradiction. 


Exercice 20 


1. Tous les plombiers sont des hommes. 
Vars He) 


2. Pierre est riche. 
a : Pierre, À, 

3. Si Pierre est un plombier, Pierre est riche. 
a : Pierre, P, = R, 


4. Quelques plombiers sont riches. 
(PAR) 


5. Aucun plombier n’est riche. 
2 (FE A Fe) 


Annexe C 


Examen corrigé 


Questions de cours 


1. Dire si l’affirmation suivante est correcte ou non, justifier votre réponse. 
— Soit valid un algorithme qui répond vrai pour une formule P si la for- 
mule P est valide et faux sinon. A partir de valid, il est possible de 
construire un algorithme sat qui répond vrai si son entrée est une for- 
mule satisfiable et faux sinon. 
2. Écrire à l’aide de quantificateurs les propositions suivantes : 


— Le carré de tout réel est positif. 


— Certains réels sont strictement supérieurs à leur carré. 


Correction 


1. Vrai : en effet une formule À est insatisfiable si et seulement si la formule 
— A est valide donc on teste si —AÀ est valide auquel cas auquel cas À n’est 
pas satisfiable sinon À est satisfiable. 

2. — VreR,x >0; 

re RE. 
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Exercice 1 


Trois collègues, Albert, Bernard et Charles déjeunent ensemble chaque jour ou- 


vrable. Les affirmations suivantes sont vraies : 
1. Si Albert commande un dessert, Bernard en commande un aussi. 


2. Chaque jour, soit Bernard, soit Charles, mais pas les deux, commandent un 


dessert. 
3. Albert ou Charles, ou les deux, commandent chaque jour un dessert. 
4. Si Charles commande un dessert, Albert fait de même. 


Question :Exprimer les données du problème comme des formules proposition- 


nelles. 


Correction 


On introduit des variables propositionnelles a, b, c qui représentent le fait que 
Albert (a), Bernard (b) et Charles (c) prennent un dessert. On traduit ainsi le 


problème : 

1. a —b; 
2. (bA —c) V(-bV c) ou (bVc)A(-(bAc)); 
3. aVC; 
4 


. C—@. 


Exercice 2 


On définit le connecteur de Sheffer noté | (barre de Sheffer, ou encore NAND) 
par :plq = —(p Ag). 

1. Donner la table de vérité de la formule (p|q). 

2. Donner la table de vérité de la formule ((plq)|(plq)). 


3. On veut maintenant exprimer les connecteurs usuels en utilisant la barre 


de Sheffer, et rien qu’elle. 


(a) Donner la table de vérité de la formule (p|p) et en déduire que le connec- 


teur — peut être défini en n’utilisant que la barre de Sheffer. 
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(b) Trouver une formule équivalente à p V q, qui n'utilise que la barre de 


Sheffer (éventuellement plusieurs fois). 


(c) Trouver une formule équivalente à p — q, qui n'utilise que la barre de 


Sheffer (éventuellement plusieurs fois). 


4. D’après les questions précédentes quel système complet peut-on former ? 


Expliquer. 


Correction 


1. Voir la table C.1. 


p q pla 
V V F 
V F V 
F V V 
F V V 


TABLE C.1: Table de vérité (plq) 


2. On retrouve la table C.2 de vérité de p A q. 


14) (pla) 


Al eee 
| <| Ales 
Hi] sl <l 


TABLE C.2: Table de vérité (p|q)|(p|q) 


3. (a) On peut poser -p = (p|p) 


p (p|p) 
V F 
F V 


TABLE C.3: Table de vérité (plp) 


(b) OnapVq=(-pA-Qq)= (-pl-q) on en déduit un codage de p V q est : 
(plp)|(ala). 

(c) On a p — q = -(p A -q) = pl-q et donc en déduit un codage de p — q 
qui est : p|(g|q). 
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Exercice 3 


Soit la formule P définie comme (p — (q — r)) — (r V -p) 


L 
2: 
3. 
4. 


Donner la table de vérité de la formule P ; 
Dire si la formule est valide, satisfiable, insatisfiable ? 
La formule P a-t-elle un modèle ? Si oui lequel ? 


Donner la FNC et la FND de la formule P. 


Correction 


k 


Table de vérité : 


q der |) ne ViSp) 


SSI T 


|| 4j) 5 
al << 4e 
L 


TABLE C.4: Table de vérité de P 


La formule n’est pas valide (une ligne de la table où elle est fausse). Elle est 


satisfiable (une ligne où elle est vraie) et donc elle n’est pas insatisfiable. 
La formule à plusieurs modèles, par exemple {p — V;q— Vir — V}. 


Forme normale conjonctive qui exprime que l’on n’est pas sur la ligne où la 
valeur de la formule est fausse : —p V q Vr. C’est aussi une forme normale 


disjonctive (parmi d’autres). 
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Objectif du module 
Pour ce module nous avons fixé deux objectifs : 

1. Introduire les étudiants à la logique mathématique et en particulier a la méthode de la 
démonstration 

2. Fournir aux étudiants les bases nécessaires afin de pouvoir comprendre le 
fonctionnement de la plupart des outils de démonstration automatique développés en 
particulier dans le monde académique, et éventuellement de coder eux-mêmes un tel 
outil 


Naturellement, ce cours est nécessaire pour les étudiants qui poursuivent ensuite des travaux 
de recherche dans le domaine de la vérification, de la démonstration automatique ou de la 
réécriture, mais aussi dans les domaines connexes comme la sécurité de systèmes 
informatiques, les systèmes embarqués, les preuves assistées et plus généralement l’utilisation 
de systèmes formels. 
Afin d’atteindre ces objectifs nous proposons d’utiliser au moins une des logiques suivantes : 
- La logique du premier ordre (très utilisée pour formalisation et preuve dans des 
domaines comme l’IA et les bases de données) 
- La logique équationnelle (exp: spécification et la validation de programmes 
séquentiels) 
- La logique intuitionniste (qui donne des preuves constructives et les techniques de 
base de la démonstration automatique). 


Semestre 1 
Chapitrel : Rappel mathématique 
- Notion de terme, formule, connecteurs... etc 
Chapitre2 : Logique de premier ordre 
- Syntaxe (Construction de terme et de formules, variables libres et liées ...) 
-  Sémantique (Modèle d’une formule, notion de structures, satisfiabilité, validité, 
substitution, équivalence, ...) 
-  Complétude de la logique du premier ordre 


- Théorie logique 
- Formes normale (prenex, skolem, clausale) 
- Résolution et programmation logique 
Chapitre3 : Modèles de calcul 
- Machines de Turing (non déterministes, à plusieurs rubans, alternantes, .) 
- Les automates finis 
- Les RAM (Random Access Machine) 
Semestre 2 
Chapitre 1 : Calculabilité 
-_ Fonctions récursives 
-  Calculabilité récursive 
- Systèmes récursifs 
-  Décidabilité 
Chapitre 2 : Décidabilité et incomplétudes 
- __ Arithmétique et fonctions représentables 
- Codage et preuves 
- Problèmes indécidables 
Chapitre 3 : Lambda Calcul 
- Notion de terme du lambda calcul 
-_ Fonctions normales 
-_ Fonction récursives 
-  Lambda calcul typé 
Chapitre 4 : Systèmes de types 
- Système de type simple 
-  Déduction naturelle et systèmes de types 


Chapitre 1 Introduction 


(Logique propositionnelle & Logique des prédicats du premier ordre) 
--Bilan-- 


1. Objectifs du chapitre 


Ce chapitre est consacré à la partie logique propositionnelle et prédicats du premier 
ordre, qui correspond à la pratique de la déduction sur des énoncés ne pouvant prendre que les 
valeurs « vrai » ou « faux ». 


2. Ce qu’il faut retenir 


e Pourquoi a-t-on besoin d’un langage artificiel pour étudier le raisonnement? (Langage 
formel) 

e Garantir que deux raisonnements de même forme soit simultanément correctes ou 
simultanément incorrectes 


ON VOUDRAIT QUE L’EVALUATION DES RAISONNEMENTS SE FASSE 
D’UNE MANIERE MECANIQUE 


e Une logique formelle consiste en un ensemble de formules, généralement des mots, 
avec une notion syntaxique de preuves, généralement des suites de formules obéissant 
à des règles de déduction, et une notion sémantique de valeur, déterminée à l’aide de 
réalisations convenables. 

e Les formules de la logique propositionnelle L. sont des assemblages de variables X; à 
l’aide de connecteurs —, A, V, =, 8e. 

e  L’évaluation d’une formule de L. se fait inductivement à partir de l’affectation de 
valeurs 0/1 aux variables. 

e Une formule est dite valide (resp. satisfaisable) si sa valeur est 1 pour toute affectation 
(resp. pour au moins une affectation). 

e On dit que A se déduit par coupure à partir de F et G si G est la formule FH. Une 
preuve par coupure est une suite de formules dont chacune est soit un axiome pris dans 
une liste fixée de 14 types de formules, soit obtenue par coupure à partir de formules 
antérieures de la liste. 

e Le théorème de complétude affirme qu’une formule de L. est valide si et seulement si 
elle est prouvable. 


e Le théorème de compacité affirme qu’un ensemble T de formules de L. est 
satisfaisable (c’est-"a-dire qu’il existe une affectation de valeurs 0/1 qui rende vraie 
chaque formule de T) si et seulement si tout sous-ensemble fini de T l’est. 

e De nombreux problèmes peuvent être codés en un problème de satisfaisabilité (ou de 
validité) pour un ensemble de formules propositionnelles. Le théorème de Cook et 
Levin affirme le caractère NP-complet de l’ensemble SAT des formules satisfaisables. 


Définitions de base 


e Alphabet de la logique des prédicats est constitué de 

e Ensemble dénombrable de symboles de prédicats à 0, 1, ou plusieurs arguments, 
notés p, q, r, …, homme, mortel, père, … 

e Ensemble dénombrable de variables d'objets (ou variables d'individu), 
HOLIECS À 0, Z T1 Xe à 

e Ensemble dénombrable de fonctions à 0, 1, ou plusieurs arguments, 
notées f, g, … , père-de, … 

e Quantificateurs & 7 (notations alternatives) 

e Connecteurs False, -, A, V, -> ainsi que les parenthèses de la logique 
propositionnelle 


Notation. 


e _Q dénote un quantificateur quelconque, c-à-d V ou 1. 


e Les fonctions à O0 arguments sont appellées constantes et sont notés sans parenthèses 
( a, b, …., Socrate, …). Même chose pour les prédicats à O0 arguments, qui ne sont rien 
d'autre que des variables propositionnelles. 


Définition. Terme 


L'ensemble des fermes est le plus petit ensemble de mots construits sur l'alphabet de la 
logique des prédicats tel que 


e Toute variable est un terme 
°e _f(t1,...,hn) est un terme si f est une fonction à n arguments et f7,...,/, Sont des termes 


Définition. Formule. 


+  Sip est un prédicat à n arguments et f7,...,/, Sont des termes alors p(f1,...,fn) est 
une formule atomique. 


+ L'ensemble FOR des formules (ou formules bien formées) de la logique des prédicats 
est alors défini de la même manière qu'en logique propositionnelle, en rajoutant une 
clause pour les quantificateurs : 

e (QxA) est une formule si Q est un quantificateur, x une variable et À une formule 

+ Une expression est un terme ou une formule. 


Définition (Validité, satisfiabilité, modèle) 


Soit À, une formule du calcul des prédicats sur une signature ( F, R). 


+ La formule est dite valide si sa valeur de vérité est vraie pour toute interprétation de la 
signature et tout environnement. 


+ La formule est dite satisfiable si sa valeur de vérité est vraie pour au moins une 
interprétation de la signature et un environnement. Une interprétation et un 
environnement qui rendent vraie la formule forment un modèle de la formule. 


+ La formule est dite insatisfiable si sa valeur de vérité est fausse pour toute 
interprétation de la signature et tout environnement. 


+ Ces définitions se généralisent à un ensemble de formules comme dans le cas 
propositionnel (interprétation comme une conjonction). 


Résolution 


La résolution traite un ensemble de clauses et déduit à partir de cet ensemble de nouvelles 
clauses en utilisant la règle de résolution : 


CVD CV 
CvVC? 


Dans le cas du premier ordre, les clauses peuvent contenir des variables et donc chaque 
symbole de prédicat peut apparaître plusieurs fois, en concernant des termes différents. 


Par ailleurs ces termes peuvent contenir des variables et dans ce cas la clause représente 
l’ensemble de toutes les instances possibles de la formule. 


On part d’un ensemble de clauses (disjonction de littéraux vue comme un ensemble de 
littéraux). Chaque clause C dont les variables libres sont x1,...,x est interprétée comme la 
formule universellement quantifiée V x1 ... x», C que l’on notera aussi V(C). 


L’unification sur les termes s’étend de manière naturelle à l’unification sur les littéraux. 
Deux littéraux L1 et L2 s’unifient s’ils sont de la forme P(f1,...,fn1) et P(u1,...,un) ou 

bien - P(t,...,fn) et = P(ur,.….,un) et que le problème (= ui) admet une solution. Dans ce cas 
on note unif(L1,L2)l’unificateur principal. 


Règles pour la résolution 


Les transformations de clauses en calcul des prédicats se font en utilisant trois règles : 


1. Factorisation : si o est l’unificateur principal de L1 et L2 alors : 
LVLVC 
Lilo]V Co] 

2. Renommage : si o est une bijection sur les variables alors : 


C 
Co] 


3. Résolution binaire : si les clauses L1 V C et - L2 V C' n’ont pas de variables communes 
et si 6 est l’unificateur principal de LA et L2 alors : 


Li VC VC 
CTo]V Co] 


Preuve par résolution 


Les définitions de preuves par résolution sont une simple généralisation du cas propositionnel. 
Soit E un ensemble de clauses: 


+ une déduction par résolution à partir de E est une suite de clauses Ci1,...,Cn telle que 
pour toute clause C; dans cette suite 


o soit CÆE; 


o soit ilexiste une clause C; telle que j< i et telle que C: soit le résultat de la règle 
de factorisation ou de renommage appliquée à C;; 


o soit il existe deux clauses C; et Cx telles que j,k< i et telle que C: soit le résultat 
de la règle de résolution appliquée à C; et Cx. 


e une réfutation de E est une déduction par résolution à partir de E qui contient la clause 
vide 1; 

° une preuve par résolution (on dit aussi une preuve par réfutation) d’une formule 
quelconque À à partir d’un ensemble de clauses E est une preuve par réfutation de 


l’ensemble de clauses E U C-1 avec C- 1 une mise en forme clausale de la 
formule = À. 


La règle de renommage sert juste à préparer les clauses pour appliquer la règle de résolution 
qui nécessite que les deux clauses ne partagent pas de variables. La règle de factorisation 
permet de faire disparaitre plusieurs littéraux lors d’une étape de résolution binaire. 


Correction de la résolution 
La correction de la méthode de résolution établit que si l’on peut déduire une clause C à partir 


d’un ensemble de clauses E alors la formule V(C) est conséquence logique de l’ensemble des 
formules {V (DIDEE)} 


Une propriété clé est que si © est une substitution alors V (C) H V (C[o]) qui se déduit du lien 
entre substitution et vérité : 


val(e,C[o])=val({xe val(e,o(x))},C) 


. Cette règle permet de ramener la correction de la résolution dans le cas du premier ordre à 
celle du cas propositionnel. 


3. Exercice avec solution (Examen proposé en 2013) 


L : est un langage de prédicats définit comme suit : 
e Alphabet x, y 
e Constante 1 
e Symbole bo et bi 

On introduit les formules suivantes 


So : S(x, bo(l)) 
Sz : Px, S(bo(x), bi(x)) 
S2 : PA, S(x, y)=S(b1(x), bo(y)) 


1. Soit une interprétation / dont le domaine D est formée des entiers naturels non 
nuls et dans laquelle les symboles sont interprétés de la manière suivante 
HE 
(bo) (x) = 2 x x 
(b1) FR x x + 1. 
Donner deux interprétations différentes de la relation S qui satisfont les trois 
formules So, S1 et So. 
2. Pour chacun des couples de formules suivantes dire si elles sont unifiables et si 
oui donner l’unificateur principal : 
= 1: S(bi(x), y) ?= SZ bo(x)) 
= 2: S(bi(x), y) ?= S(x, bo(z)) 
m3: S(bi(x), 1) ?= =S(bi(l), 2) 
"4: S(bi(x), l) ?= S(bi(bo(y)), x) 
3. En utilisant le système G, montrer le séquent 
So, S1, 52 Hw, ZX, S(x, bi(bo(y))). 
4, Mettre les formules So, S1 et S2 en forme clausale. 
5. En utilisant la méthode de résolution, montrer que la formule 7x, S{x, bo(bi(1))) 
est une conséquence logique des formules So, Sy et S2. 
6. Toto se demande s’il peut prouver la formule 2x, S(x, D) par résolution ‘a partir 
de SO, S1 et S2. Il essaie d’utiliser la même méthode, que constate-t-il ? 
7. La formule (So À S3 À S2) = 2x, S(x, l) est-elle valide ? Est-elle satisfiable ? 


Correction 


1. 
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On peut prendre SI = {(x, y) EN xx N *x|y = x + 1} en effet, dans cette 
interprétation les formules deviennent 

SD 2 RU = CEA: 

Ve De 25e 182574 

S:yy=xF 1202 xy)}=2x+1+1 

qui sont toutes vraies. Un autre modèle évident est s S=N*xN*, 
c’est-à-dire que S(x, y) est vrai pour tous les entiers non nuls. 


3 

(a) unifiable /y <— box); z <— bi(x)} 

(b) pas unifiable car il faudrait x ?= b1(x) qui n’a pas de solution 
(c) pas unifiable (formule et sa négation) 

(d) pas unifiable car il faudrait x ?= l et x ?= bo(y) 


3. (VD) (3D(x = b0(b0(y)))) (VG(S1, x = b1(y))) hyp SO, S1, S(bO(bO(y)), 
b1(b0(y))), S2 ° S(bO(bO(y)), bI(bO(y))) SO, SI, S2° S(bO(bO(y)), bI(bO(y))) 
SO, S1, S2 * 2x, S(x, b1(b0(y))) SO, S1, S2 ° Vy, 2x, S(x, b1(b0(y))) 4. CO : SL, 
b0(1)) CI : S(bO(x), b1(x)) E2 : =S(Xx, y) V S(b1(x), bO(y)) 5. soit la formule F 
def = 2x, S(x, bO(b1(1))) — On met -F en forme clausale on a —F = Yx, -S(x, 
bO(b1(1)) et donc C3 : -S(z, bO(b1(1))) — On unifie C2 et C3, avec {y <— bl(l); 
z<— bl(x); x <— x 0} on obtient C4 : =S(x 0 , b1(1)) on unifie C4 avec CI avec 
{x <— 1; x 0 <— bO(D} et on obtient la clause vide. 6. Lorsque l’on met la 
formule -1x, S(x, l) en forme clausale, on obtient -S(x, D, cette clause ne 
s’unifie ‘a aucune des clauses positives de CO, C1, C2, il n’y a donc pas moyen 
de d’eriver la clause vide en utilisant C3. Comme on a vu que les formules SO, 
S1, S2 avaient un mod'ele, il n’y a pas non plus de mani'ere de ‘eriver la 
clause vide ‘a partir de C0, CI et C2. 7. La formule (S0 ASI AS2)= 2x, S(x, D 
n’est pas valide (sinon on aurait une contradiction dans l’’etape pr'ec'edente 
ou encore 1l y aurait un mod ele de (S0 À SI A S2) (celui du successeur) qui ne 
valide pas 2x, S(x, 1), par contre cette formule est satisfiable si on prend le 

mod ele dans lequel S est vrai partout. 


4. Série des exercices proposés sans solution 


Exercice 1. 


P = {b, p} 
b = « faire beau le matin » 
p = « aller à la plage » 


1. Ecrivez les formules correspondant aux énoncés suivants : 
a. S’il fait beau demain matin j'irai à la plage demain matin. 
b. Je suis allé à la plage, donc il faisait beau ce matin 
c. Je ne suis pas allé à la plage, donc il ne faisait pas beau ce matin 
d. Il a plu, donc je ne suis pas allé à la plage 
2. Quel(s) énoncé(s) (b, c, d) peut-on déduire de l’énoncé a. 


Exercices 2. 


Extrait simplifié du « livre qui rend fou » de R. Smullyan. 
Dans une île, on trouve deux sortes de personnes les menteurs et les sincères. 
Les menteurs mentent toujours ; et les sincères disent toujours la vérité. 


P = {b, a, c, d,e} 

b = « Bob est sincère », 
d = « Denis est sincère » 
a = « Alice est sincère », 
c = « Chloé est sincère » 
e = « Elise est sincère » 


A. 
a. Ecrivez les formules correspondant aux trois énoncés suivants 
il. Alice dit « Bob dit toujours la vérité ». 
ii. Bob dit « Alice est sincère ». 
ii. Alice dit « Bob et moi nous sommes tous les deux sincères ou tous les 
deux menteurs ». 
b. Pouvez-vous déduire qu’Alice est sincère ? 


a. Ecrivez les formules correspondant à l’énoncé suivant 
il. Chloé dit « Je suis une menteuse ou Denis est sincère». 
li. Pouvez-vous déduite que Chloé est-elle une menteuse ? Que dire de 
Denis ? 


a. Ecrivez les formules correspondant à l’énoncé suivant 
il. Elise dit « Je suis une menteuse ». 
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il. Qu’en pensez-vous ? 
D. P={f, g,h,i} f = « Franck est sincère », h = « Hugo est sincère » g = « Gabrielle est 
sincère » 1 = « Inès est sincère » 
a. Ecrivez les formules correspondant aux énoncés suivants 
il. Franck dit « Gabrielle et Hugo sont tous les deux sincères ou menteurs 
». 
ii. Gabrielle dit « Franck et Inès ne sont pas du même types : ils ne sont 
pas tous les deux menteurs ou tous les deux sincères ». 
ii. Hugo dit « je suis un menteur ou Inès est une menteuse » 
b. 4. Qu’en pensez-vous ? 


Exercice 3. 


Les définitions suivantes portent sur les entiers naturels (positifs ou nuls) : 
° l’ensemble des fonctions : G = {zéro, succ, plus} avec rang(zéro) = 0, rang(succ) = 1 
et rang(plus) = 2. 
+ l’ensemble des prédicats : P = /pair, premier, inf_strict} avec rang(pair) = 
rang(premier) = 1 et rang(inf_strict) = 2. 
* l’ensemble des variables : X = / x, y, z /. 


1. Les expressions ci-dessous sont ou non des formules syntaxiquement correctes, des 
termes syntaxiquement corrects, ou non ? Justifiez en détail 

2. Pour chaque formule syntaxiquement correcte, déterminez s1 elle est close et la liste de 
ses variables libres. 


plus (x, plus(zéro, succ(zéro))) 

succ(zéro) 

((premier (x) Vinf_strict(zéro,y)) A -pair(plus(y,z))) 

Vx VZ (premier(zéro) = (inf_strict(x, z) Vpair(plus(x, 2)))) 


plus (plus ( plus(plus(zéro, x), y), plus(x, plus(y, z))) 
pair(x, 0) 


… 
(Vx premier (y) = y premier (x)) 
x bÿ x VZ inf strict (zéro, plus(x, plus(y, z))) 


©} | NO UE Ro D) 
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Exercice 4. 


Soit G = {vide, Ajouter, Retirer} U a, …, z} 

avec rang(vide) = 0 ; rang(Ajouter) = 2 ; rang(Retirer) = 2 ; rang(a) = 0 = … = rang(2). 
Soit P = /Estvide, EstLettre, Contient} 

avec rang(EstVide) = 1 = rang(EstLettre), rang(Contient) = 2 


SOA EN 0201 


1. Les expressions suivantes sont-elles des termes syntaxiquement corrects ou non ? 

2. Les expressions suivantes sont-elles des formules syntaxiquement correctes ou non ? 
Justifiez en détail. 

3. Pour chaque formule syntaxiquement correcte, déterminez s1 elle est close et la liste de 
ses variables libres. 


1. Ajouter(xi) 

2. EstLettre(Ajouter(xi,y1)) 

3. VxI1 Ajouter(x2,d) 

4. VxI EstVide(Ajouter(x2,d)) 

5. Px2 EstVide(Ajouter(x2,d)) 

6. Contient(z1) 

7. EstLettre(Ajouter(Retirer(xi,a),y1)) 
8. 2x1 Contient(Retirer(x1,d),d) 

9. x1 Ajouter(xi,d) 

10. Ajouter(Ajouter(Ajouter(a,b),c),d) 
11. Ajouter(Retirer(Ajouter(a,b),c),d) À Retirer(Ajouter(v,e),l) 


Exercice 5. 


Soit G2= {go, gi, g2} avec rang(go) = 0 ; rang(g1) = 1 ; rang(g2) = 2. 
Soit P2 = {pi, p2} avec rang(p1) = 2 = rang(p2). 
Soit X = {x1, X2, Yi, V2, Zi}. 


2. Définissez sur L2= P2 U G2 une interprétation [2 dont la sémantique correspond 
aux entiers relatifs (positifs, nuls ou négatifs) qui permet d’ordonner et de 
comparer les entiers. Remarque : l'interprétation des prédicats dans I: et I 
doivent être différents. 

3. Ecrivez un terme dont la valeur dans D est 1 et un autre dont la valeur dans I 
est -1. 

4. Ecrivez un terme dont la valeur dans D est 2 et un autre dont la valeur dans I 
est -2. 
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Chapitre 2 Modèle des preuves 


4, Résumé du cours 
Définition (axiomatique à la Hilbert). 


Les schémas d'axiome de la logique des prédicats sont ceux de la logique propositionnelle, 
plus 


bx À -> ((A)/x\}) 
(A){x\t} -> HA 
(où /x\} est une substitution quelconque), et les règles d'inférence sont le Modus Ponens : 
A A->B 
B 
Plus les deux règles pour les quantificateurs 
A ->B 
À -> (tx B) 


S'il n'y a pas d'occurrence libre de x dans À et 
A->B 


(x À) -> B 
S'il n'y a pas d'occurrence libre de x dans B 
Note. 


Il est possible de définir également la déduction. Nous l'omettons ici, car elle est plus 
complexe que celle de la logique propositionnelle (les deux règles d'inférence pour les 
quantificateurs peuvent seulement être appliquées à des axiomes logiques, et non à des 
axiomes non-logiques et des formules déduites à partir de ceux-ci). De plus, cette notion peut 
être réduite à la validité, par un théorème de la déduction similaire à celui de la logique 
propositionnelle. 


Equivalences relatives aux quantificateurs 


Ce sont les principes de base pour pouvoir mettre en forme normale. 
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Fermeture universelle : 
Soit À sans occurrence libre de x. Alors 
|- À si |- px À 


Fermeture existentielle : 
Soit À sans occurrence libre de x. Alors 
A est satisfiable ssi x À est satisfiable. 
Quantification répetée : 
|- (Q1 x Q2 x À) <-> Q2xA 
Quantification sans variable libre : 
soit À sans occurrence libre de x. Alors 
|- (Q x A) <-> À 
|- (A) <-> À 
Renommage : 
|- (Q x A) <-> Q y(AH{xVy) 
Les deux cas où la distribution est possible : 
|- (x A) A(bx B) <-> tx (A AB) 
|- (x A) V(ÆB) <-> x (A VB) 
Elargissement de la portée des quantificateurs : 
Soit B sans occurrence libre de x. Alors 
|-(QxA)AB<-> Q x(A AB) 
|- (Q x A) VB <-> Qx(A VB) 


Note. Ces équivalences ne sont pas prouvables s1 x a des occurrences libres dans B : 


p.ex. (x p(x)) A -p(x) n'est pas équivalent à 3x (p(x) À -p(x)) 


Définition (forme normale prénexe). 


Une formule À est en forme normale prénexe si elle est de la forme Ox7 … On B, où B est une 
formule sans quantificateurs. 


La suite des quantificateurs est appelée préfixe, et B est appelée matrice. 
Exemple 1 : mise en forme normale prénexe 


Soit la formule %x ( p(x) -> x p(x) ) : 
Éliminer -> : 

2x ( -p(x) V bx p(x) ) 
Renommer Vx p(x) en y p(y) : 

2x ( -p(x) V bÿ pÜy)) 
Sortir V : 

x Vÿ (-p(x) Vp(y) ) 
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Note. Le renommage est essentiel ici ; p.ex. 2x ( -p(x) V Vx p(x) ) n'est pas équivalent à 2x 
Vi ( -p{x) Vp(x) ) 


Exemple 2. mise en forme normale prénexe 


Soit la formule -( p(x) -> ((4y g(x,y)) À 4 r(y)) ) : 
Éliminer -> : 
-{-p(x) V(( q(xy)) À  r(y)) ) 
Rentrer - : 
—-p{(x) À -((4 g(xy)) À  ry)) 
p(x) A -{(4 qg(x,y)) À 3 r(y)) 
px) A(-(4 qfx,y)) V -2 r(y)) 
p(x) A ((ÿ -g(x,y)) V-2 r(y)) 
p(x) A ((Vÿ -q(x,y)) V bÿ -r(y)) 
Renommer b -r(y) en Vz -r(z) : 
p(x) A ((ÿ -g(x,y)) V Vz =r(2)) 
Sortir b ef PZ : 
p(x) À y (-q(xy) V VZ =r(2)) 
by (p{x) A( -q(x,y) V Z -r(2))) 
y (px) À WZ(-q(x,y) V-r(2))) 
by V2 ( px) A( -q(x y) V-r(2)) ) 


Remarque. 
Il est parfois possible d'être plus économique : 


1. On peut économiser des quantificateurs en utilisant qu'on peut éliminer les 

quantificateurs qui « ne servent à rien » : 
La formule b4 7x (p(x) V'q(x)) 
peut alors être simplifiée en : 7x (p(x) V'q(x)). 

2. On peut économiser des variables (c-à-d éviter l'introduction de nouvelles variables) 
en utilisant la distribution de Vx sur A et de 2x sur V , (après avoir utilisé le 
renommage pour engendrer le même x partout) : 

La formule Fx ( p(x) À bÿ p(y)) 
est alors d'abord renommée en b4 ( p(x) À x p(x) ) 
et ensuite mis en forme normale prénexe : Wx ( p(x) À bx p(x) ). 


Définition (Forme normale de Skolem) 


Une formule est en forme normale de Skolem si elle est en forme normale prénexe et ne 
contient pas de quantificateur existentiel. 
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Algorithme de mise en forme normale de Skolem 
Entrée : une formule A 
Sortie : une formule en forme normale de Skolem 
Début 
mettre À en forme normale prénexe ; 
pour tout quantificateur existentiel 1x apparaissant dans A faire 
- Appliquer la substitution {x\{x1,.….,x,)} à la matrice de A , où 
X1,...,X SOnt les quantificateurs universels précédant 7x dans 
le préfixe de À 
- f est une nouvelle fonction qui n'a pas encore été utilisée ; 
supprimer 2x du préfixe de A 


fin pour tout 


fin 


Remarque. Sin = 0 on substitue par une constante. 


Théorème. Pour toute formule d'entrée À, l'algorithme de mise en forme normale de Skolem 
s'arrête. Il retourne une formule A’ en forme normale de Skolem telle que À est satisfiable 

ssi À'est satisfiable. 

(la démonstration utilise que toutes les étapes préservent la satisfiabilité ; notons que la mise 
en forme normale prénexe préserve même l'équivalence logique) 


Note. Dualement, on obtient l'équivalence de validité si on remplace les variables quantifiées 
universellement par une fonction des variables quantifiées existentiellement. 


Exemples. mise en forme normale de Skolem 


+ Soit la formule x y p(x, y) : 


remplacer x par la constante a : bÿ p(a,y) 
e Soit la formule Lx y p(x, y) : 
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remplacer y par la fonction f{x) : &x p(x,f{x)) 
+ Soit la formule Zu Lx y Vz Æ( p(x) A q(y) A r(x,Zt) A s(y) À k(u) ) : 


remplacer u par la constante a : bx y bz ( p(x) A q(y) A r(x,Zt) A s(y) A k(a) ) 
remplacer y par la fonction f{x) : x bz % ( p(f{x)) À g(fx)) A rx), zt) A s(y) A k(a) ) 


remplacer t par la fonction g(x,z) : bx bZ ( p(f{x)) À q(fx)) A r(fx),z 8%, 2)) A s(y) A k(a) ) 


Définition (forme normale clausale). 


Une formule est en forme normale clausale si elle est en forme normale de Skolem, fermée et 
sa matrice est en forme normale conjonctive propositionnelle. 


Algorithme de mise en forme normale clausale 
Entrée : une formule A 
Sortie : une formule en forme normale clausale 
Début 
Pour tout variable x apparaissant libre dans À faire 
fermer À existentiellement : remplacer À par 3x À 
fin pour tout; 
mettre À en forme normale de Skolem ; 


mettre la matrice de À en forme normale conjonctive 


Notation. 


e Comme toute variable est quantifiée universellement, nous pouvons éliminer le 
préfixe. 
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+ Avec les mêmes définitions de littéral et clause qu'en logique propositionnelle nous 
pouvons appliquer la même convention notationnelle : une formule est représentée par 


un ensemble d'ensembles de littéraux. 

Exemples 

1. Soit la formule Zx ( p(x) -> bx p(x) ) : 
mise en forme normale prénexe : x b# ( -p(x) Vp(y)) 
mise en forme normale de Skolem : y ( -p{a) Vp(y) ) 
… Qui est aussi sa forme normale clausale ; l'ensemble de clauses associé est : 
{t-p(a)}, {pO)}] 

2. Soit la formule F4 7y ( (p(x) A q(x,y)) V'r(2) ) : 
fermer existentiellement : Z7z Lx y ( (p(x) A q(x,y)) Vr(z)) 
mettre en forme normale prénexe : la formule l'est déjà 
mettre en forme normale de Skolem : x ( (p(x) A g(x.f{x))) Vr(a) ) 
mettre la matrice en forme normale conjonctive : b4 (p(x) V'r(a)) A (q(x.f{x)) V'r(a)) 


L'ensemble de clauses associé est / {p(x) , r(a)}, {q(x.flx)), r(a)} } 
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3. Série des exercices proposés 
Exercice avec solution (Examen 2014) 


On dira qu’une formule est en forme minimale si elle n’utilise que le connecteur =, et 
comme formule atomique L et les variables propositionnelles. 


1. Montrer que les formules p=1 et -p sont logiquement équivalentes. 

2. Sachant que les formules p = q et -p Vg sont logiquement équivalentes, donner une 
formule équivalente à p V/q en forme minimale. 

3. (a) Donner la table de vérité de ((p{(q—1))=.1. 
(b) Comparer cette table et celle de p A q. 
(c) En déduire une formule équivalente à -p A g qui soit en forme minimale. 

4. Déduire des questions précédentes une fonction min qui transforme toute formule 
propositionnelle P (sans oublier) en une formule équivalente en forme minimale 


Corrigé 
1. Sipest vrai alors p = L et -p sont faux, si p est faux alors p = L et -p sont 
vrais, les formules sont équivalentes. 
2. Une forme minimale pour p V’q est (p=1)=g (qui est équivalent à -p—q) 


3. (a) 
P q pAq=-1) (p=(q=1))>1 
F : V F 
V F V F 
V V F V 


(b) c’est la même table que p A q 


(c) ((p1)=q—1)1, une autre forme possible est (gp) 1 
4, 


min(1) = L 

HD ONE 

min(p) = p Si p var. prop. 

min(-P) = min(P)=1 

min(P VO) = (min(P)=1)=min(Q) 
min(P A Q) = (min(P)=(min(Q)=1))=1 
min(P =Q) = min(P)=min(Q) 


Exercice 1 : Preuve par construction 
De nombreux théorèmes stipulent qu'un objet particulier existe. 


Une technique pour prouver un tel théorème est de montrer comment construire cet objet. 
Cette technique est appelée preuve par construction. 
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Exemple 

Un graphe non orienté G est défini par le couple (S, A), S étant un ensemble de sommets, 

A CS? un ensemble d'arrêtes. On appelle le degré d'un sommet le nombre d'arrêtes reliées à 
ce sommet. Un graphe est dit k-régulier si tous ses sommets sont de degré k. 

Théorème : Pour tout entier n pair, n > 2, il existe un graphe 3-régulier composé de n 
sommets. 

Preuve : Exercice. 


Exercice 2. Preuve par contradiction 


Cette technique consiste à supposer que le théorème est faux, puis à montrer que cette 
hypothèse conduit systématiquement à une conséquence fausse, appelée contradiction. 


Exemple 

Un nombre x est rationnel s'il existe deux entiers m et n tels que x = m/n. Par exemple, 
3/4 est un nombre rationnel. 

Un nombre non rationnel est appelé un nombre irrationnel. 


Théorème : V2 est irrationnel. 
Preuve : Exercice. 


Théorème : Soit À une relation binaire définie sur un ensemble fini À, et soient a et b deux 
éléments de A. S’il existe un chemin de a vers b dans R, alors il existe un chemin de longueur 
au plus [A|. 

Preuve : exercice. 


Exercice 3. Preuve par récurrence, ou induction 

Cette technique de preuve permet de montrer que tous les éléments d'une suite infinie 
vérifient une certaine propriété P. Elle comporte deux étapes : 

- étape de base : on montre que P(k) est vraie ; 

- pas d'induction : pour i > k, on montre que si P(i) est vraie, alors P(i+1) est également vraie. 


P(n) est alors vraie, pour tout n > k, parce que P(k) est vraie (étape de base), donc P(k+1) est 
vraie (pas d'induction pour i = k), donc P(k+2) est vraie, etc. 

Exemple 

Théorème : n° — 4n° est divisible par 3. 

Preuve : exercice. 


Exercice 4. Montrer que, dans la liste des axiomes pour Lys, on peut remplacer les axiomes 


pour l’égalité par les formules x = x et x = y=F{x) &F(y) avec x et y sont libres pour z dans 
F(2). 
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Chapitre 3 Modèle de calcul 


4. Machine de Turing 
Alan Turing inventa cette machine abstraite en 1936 pour définir la notion de "fonction 
calculable". 
+ __ Toute tâche exécutée par une machine de Turing MT peut l’être sur un ordinateur … et 
vice-versa ! 
* Peut simuler n’importe quel automate fini, automates à pile et même n’importe quel 
programme exécutable sur un ordinateur 
* __Ilexiste une MT universelle capable de simuler toutes les autres MT : programme 
comme donnée 


Définition. 
Une MT est composée d’une unité de contrôle, d’un ruban infini divisé en cases et d’une tête 
de lecture/ écriture. 


En fonction de ce qu’elle lit sur la case courante et de son état courant (conformément à sa 
relation de transition à), elle : 


1. Ecrit un symbole sur sa case courante 
2. Déplace la tête de lecture/ écriture d’une case (à droite, à gauche) 
3. Change d’état. 


Une Machine de Turing M est donnée par 


(Q, », I, 6, go, F) où : 


* Q est un ensemble fini d’états. 

* > est l’alphabet (fini) d’entrée 

+ l'est l’alphabet (fini) du ruban, tel que ÿ © 7° 

°0:Qx*X7"—Qx7"x {G,D, I} est la fonction de transition. 

° go est l’état initial. 

°F COQ est l’ensemble des états accepteurs. 

+ On suppose qu'aucune transition n’est définie dans les états accepteurs. 
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+ On considère un symbole B € 7'\Y particulier dit blanc. 
5. Machine de Turing à plusieurs rubans 


e Une MT à k rubans, avec k > 1, est composée d’une unité de contrôle, de k rubans infinis 
divisé en cases, de k têtes de lecture/ écriture. 

e Chaque ruban a sa propre tête de lecture. 

e En fonction de ce qu’elle lit sur les k cases courantes et de son état courant 
(conformément à sa relation de transition à), elle : 
1. écrit un symbole sur la case courante de chaque ruban 
2. déplace chacune des têtes de lecture/ écriture d’une case (à droite, à gauche) 
3. change d’état 


(Q, >, I, 6, go, F) où : 


Théorème de Rice 
Soit > = /0, 1}. 
Une propriété non-triviale sur les machines de Turing est un sous-ensemble 
P C'Y*tel que : 
1. Pout toutes machines M et N': 
L(M) = LN) >/M EP & N EP]. 
2. Ilexiste Mo, Mi : Mo EP et Mi é P. 


3. Haut niveau (Machines RAM) 


Le modèle de la machine de Turing peut paraître extrêmement rudimentaire. 
Il n’en demeure pas extrêmement puissant, et capable de capturer la notion de calculable en 
informatique. 


Définition & Fonctionnement 


Un modèle de calcul qui ressemble beaucoup plus aux langages machine actuels, et à 
la façon dont fonctionnent les processeurs actuels. 
Une machine RAM possède des registres qui contiennent des entiers naturels (nuls si pas 
encore initialisés). 
Les instructions autorisées dépendent du processeur que l’on veut modéliser, mais elles 
incluent en général la possibilité de : 


1. Copier le contenu d’un registre dans un autre ; 

2. L’adressage indirect : récupérer/écrire le contenu d’un registre dont le numéro est 
donné par la valeur d’un autre registre ; 

3. Effectuer des opérations élémentaires sur un ou des registres, par exemple additionner 
1, soustraire 1 ou tester l’égalité à 0 ; 
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4. Effectuer d’autres opérations sur un ou des registres, par exemple l’addition, la 
soustraction, la multiplication, division, les décalages binaires, les opérations binaires 
bit à bit. 

4. Haut niveau (Machines RISC (Reduced Instruction Set)) 

Une machine RISC est une machine RAM dont les instructions sont uniquement de la 

forme : 

1. xo — 0; 

x0o — Xo+l; 

X0 <— X0 Jl 2 

if xo = Uthen aller à l’instruction numéro j ; 
X0 Xi, 

Xi — X0; 


X0O — Xxi, 


S N S MR D D 


Xx0 — Xi. 


Définition Théorème. Toute machine RISC peut être simulée par une machine de Turing. 
(et réciproquement). 


Exercice (Démonstration du Théorème) 


5. Exercice proposés 
Exercice avec solution 

1. Construire une machine de Turing acceptant le langage /ucuw | u E{a, b}*}. 

2. Construire une machine de Turing acceptant le langage /u € {a, b}*| [ula = |ulo. 

3. construire une machine de Turing calculant n + 1 pour n donné en binaire sur le 
ruban d’entrée. 

4. En utilisant ce qui précède, décrire une méthode qui permettrait de calculer 
n+m en binaire (n et m donnés sur le ruban). 


Solution 
a,b,c, D 
O.G 
a/0, D a/0.G 
O,D 
start — a.,b,c.,G 
b/0. D 
e, D b/0,G 
O.G 
a,b,c, D 


Figure 1. Un mot, un séparateur (c), un mot miroir 
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a, c, D 


( 


-—_—_ Q- a,b,c,G 


b/e, D 
on a/c,G 


b,c, D 
Figure 2. Autant de a que de b 


a/c. D 


start — 


start — 1/0, D 


0/1,0/1 


Figure 3. Successeur binaire 


Exercice 1. On considère l’automate défini par le schéma suivant : 


1. Construire une machine de Turing qui « mime » le fonctionnement de cet automate. 
2. Généralisez votre réponse en indiquant un moyen de transformer tout automate 
déterministe fini en une machine de Turing. 


3. Qu'en est-il des automates indéterministes ? Des automates à pile ? 
Exercice 2. 
1. Construisez une machine de Turing qui accepte L = {a"b"c"| n EN]. 
2. Quel est le langage reconnu par la machine suivante ? 
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Exercice 3. 
1. Construisez une machine de Turing qui calcule la fonction add : N° — N 
telle que add(mn)=m+n,metn 
Étant représentés en unaire. 
2. Construisez une machine de Turing qui calcule la fonction f : N — N 
telle que f{x) = x + 1, 
x étant représenté en binaire. 
3. Soit 2 = /a, b}. Construisez une machine de Turing calculant la fonction f : Z'* — Z* qui 
décale tout mot w d'une case vers la droite. 
4. Construisez une machine de Turing calculant la fonction f : Z* — Z'* qui à tout mot w 
associe le mot miroir w”. 


Exercice 4. 
1. Construisez la machine de Turing C sous forme de combinaison de machines de Turing 
élémentaires qui effectue une copie : 


(go, # O1...0n) Fe (qf O1... On # O1...0n) 
2. Déroulez C sur l’exemple (go, #aba) 


Exercice 5. 
1. Soit Z = {a, b}. 
a) Construire une machine de Turing qui prend un mot sur son ruban d'entrée et écrit 
uu Sur un ruban de sortie. 
b) Construire une machine de Turing qui décide le langage L = {w € Z* | w = w*}. 
c) Construire une machine de Turing qui décide le langage L = {w € X* | [wa = [wlb}. 
2. Soit Z= {0, 1}. 
a) Construire une machine de Turing qui 
- ne s'arrête pas si le mot en entrée contient le symbole 1, 
- écrit en binaire, sur son ruban de sortie, le nombre de 0 du mot en entrée 
avant de s'arrêter. 
b) Construire une machine de Turing qui convertit en unaire un entier entré en binaire. 
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c) Construire une machine de Turing qui convertit en binaire un entier entré en unaire. 


Chapitre 4 Calculabilité & Décidabilité 


1. Motivation 


Cette partie présente les principaux résultats de la calculabilité. En d’autres termes, l’étudiant 
doit chercher à comprendre la puissance des programmes informatiques. 


On y prouve que certains problèmes peuvent se résoudre informatiquement et que certains 
problèmes ne peuvent pas l’être. 

Tout d’abord il convient de comprendre que les problèmes auxquels nous allons nous 
intéresser ne sont pas vraiment des problèmes pour lesquels on ne connaît pas de solution, 
mais, et c’est en encore beaucoup plus fort, des problèmes pour lesquels on sait qu’il est 
impossible de produire une solution algorithmique. 


Pourquoi s’intéresser à comprendre les problèmes qui ne peuvent pas être résolus ? 
Premièrement, parce que comprendre qu’un problème ne peut pas être résolu est utile. Cela 
signifie que le problème doit être simplifié ou modifié pour pouvoir être résolu. 
Deuxièmement, parce que tous ces résultats sont culturellement très intéressants et permettent 
de bien mettre en perspective la programmation, et les limites des dispositifs de calculs, ou de 
l’automatisation de certaines tâches, comme par exemple la vérification. 


2. Résumé du cours 
a. Langages et problèmes décidables 
1. Problèmes de décision 
Définition 
Un problème de décision P est la donnée d’un ensemble E, que l’on appelle l’ensemble des 


instances, et d’un sous-ensemble E* de E, que l’on appelle l’ensemble des instances positives 


2. Langages décidables 
On rappelle la notion de langage décidé, qui invite à introduire la notion de langage décidable. 


Définition (Langage décidable) 
Un langage L © M* est dit décidable s’il est décidé par une certaine machine de Turing. 
Un langage ou un problème décidable est aussi dit récursif. 


Un langage qui n’est pas décidable est dit indécidable. 


b. Problèmes semi-décidables 
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Le problème HALTING — PROBLEM est toutefois semi-décidable dans ce sens 


Définition (Langage semi-décidable) 
Un langage L € M* est dit semi-décidable s’il correspond à l’ensemble des mots acceptés par 
une machine de Turing M. 


Corollaire. Le langage universel HALTING — PROBLEM est semi-décidable. 


Démonstration 

Pour savoir si on doit accepter une entrée qui correspond au codage <M> d’une machine de 
Turing M et au mot w, il suffit de simuler la machine de Turing M sur l’entrée w. 

On arrête la simulation et on accepte si l’on détecte dans cette simulation que la machine de 
Turing M atteint un état accepteur. Sinon, on simule M pour toujours. 


Un langage semi-décidable est aussi dit récursivement énumérable. 
Corollaire. R SRE. 


Démonstration 
L’inclusion est par définition. Puisque HALTING — PROBLEM est dans RE et n’est pas dans 
R, l'inclusion est stricte. 


3. Exercices proposées 


Exercice (Calculabilité) 
Monter que la division euclidienne est calculable. 


Exercice (Calculabilité) 
Montrer que la fonction x — x? est calculable. 


Exercice (Calculabilité) 
Montrer que si 
f:N—N 
g:N—N 
sont calculables alors 
RENTE NC avec has TO = clan ne À) 2.0) 
est calculable. 


Exercice (Décidabilité des classes de langages) 


1. Les langages rationnels sont-ils décidables ? Justifiez. 
2. Les langages algébriques sont-ils décidables ? Justifiez. 
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Exercice (Problèmes indécidables à propos des grammaires algébriques) 


1. Montrez que le problème suivant est indécidable : 
Soit G une grammaire algébrique. Est-ce que L(G) = X* ? 
2. Montrez que le problème suivant est indécidable : 
Soient G1 et G2 deux grammaires algébriques. Est-ce que L(G:1) NL(G2) = @ ? 


Exercice (Problèmes indécidables à propos des machines de Turing) 


1. Soient M. et M deux machines de Turing. Montrez que déterminer si M1 et M2 
acceptent le même langage est un problème indécidable. 

2. Soit L un langage accepté par une machine de Turing, et soit L* le langage constitué 
des mots de L vus dans un miroir. 
Par exemple, L = {a, ab, abb, abbb}, LR = {a, ba, bba, bbba}. 
Montrez que le problème qui consiste à montrer que L = LR est un problème 
indécidable. 


Aller plus loin 


Exercice 

Soit E € Nun ensemble récursivement énumérable, énuméré par une fonction calculable f 
strictement croissante. 

Montrer que E est décidable. 


Exercice 
En déduire que tout sous-ensemble récursivement énumérable infini de W contient un 
ensemble décidable infini. 


Exercice 


Soit E € Nun ensemble décidable. 
Montrer qu’il est énuméré par une fonction calculable f strictement croissante. 


Exercice 

Soit A € W° un ensemble décidable de couples d’entiers. 

On note ZA pour la (première) projection de À, à savoir le sous-ensemble de W défini par 
TA = {x| 7 E Ntel que (x, y) EA}. 
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Chapitre 5 Récursivité 


1. Résumé du cours 


Les définitions récursives sont omniprésentes en informatique. 
Elles sont présentes à la fois dans les langages de programmation, mais aussi présentes dans 
de nombreux concepts que l’on manipule 


Les termes récursif, récursion, récursivité ont la même racine latine 
que récurrence : currere = courir, et par là : recurrere = courir en arrière qui a donné 
également recourir, recours = action de faire appel (en justice). 


+ Le terme récurrence apparaît avec Poincaré dans La Science et L'hypothèse au tout 
début du 208 siècle. On parle dès lors de formule de récurrence, et de raisonnement 
par récurrence pour signifier le raisonnement par induction de Pascal. 

+ La récursivité n'apparaît dans le Larousse qu'en 1968 avec les progrès de 
l'nformatique et des algorithmes récursifs : la notion actuelle de fonction (ou de 
procédure) récursive rencontrée en programmation se rattache à celle définie 
par Skolem (1923) puis Güdel (1926) sans en avoir exactement le même sens. 


Les fonctions récursives primitives, récursives élémentaires et récursives générales : 


On suppose ici que l'ensemble N des entiers naturels est construit ou accepté dans son sens 
intuitif. Selon Kleene, les fonctions de N° dans N, p > 1, établies comme effectivement 
calculables depuis les premiers travaux de Skolem et Güdel sur le sujet, dites récursives 
primitives (appellation du à Skolem) sont les suivantes : 


1. La fonction successeur (incrémentation) Incr qui à tout entier naturel x associe l'entier 
immédiatement supérieur x*. C'est donc x + 1, mais tant que l'addition n'est pas 


définie. 

2. Les fonctions constantes F(x ;, …, x») = c (entier) dont la fonction nulle. 

3. Les fonctions projections P(x y, …., xp) = xi. 
Pour deux variables : P2(x1,x2) = x2, pour une variable : P(x1) = x1, c'est l'application 
identique. 


4. Les fonctions obtenues par récurrence simple sur une des variables entières, par 
exemple x1 : on suppose g récursive primitive, alors f définie par l'algorithme ci- 
dessous l'est aussi : 

a. initialisation : f(0, x 2, …, xp) = Kk, k donné dans N Raïisonnement par induction 
b. hérédité (ou induction) : f(n+1, x 2, …, xp) = g(f{n, X2, …, Xp), X2, .…, Xp) 

5. Les fonctions obtenues par composition (on dit aussi par superposition) : si f et g sont 

récursives primitives, alors la fonction composée h définie par 


HR = (XL. er. LD}. w)lestausst 
6. Les fonctions obtenues par l'opération de minimum (dû à Kleene) : 
si R(x , …, x) entre éléments de N, on désigne par (ux)R(x , …, x»), mu comme 


minimum, le plus petit entier naturel x réalisant R(x ; …, x), ce qui permet de 
construire de nouvelles fonctions. 
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La nature récursive de ces fonctions (au sens usuel de fonction se définissant en faisant appel 
à elle-même) n'apparaît peut-être pas clairement. 
Etudions-les à travers des exemples plus concrets, fonctions récursives élémentaires : 


La fonction prédécesseur Dec (décrémentation, antécédent) 


Si x est un entier naturel, son antécédent est 0 s'il est nul, sinon, c'est x - 1. Or, (x+1)-1=x. On 
peut donc la définir très simplement au moyen de la fonction successeur par : 


Ce qui peut s'écrire Dec(0) = 0 et Dec(n+1)=n 

Il vient ainsi Decr(1)=Decr(0+1) =0, Decr(2)=Decr(1+1)=1, et ainsi de suite. 
L'algorithme correspondant procède par itération (boucle). 

La fonction addition Add : 

Additionner y à x, c'est incrémenter x en décrémentant y jusqu'à obtenir 0. 


On peut la définir par récurrence : 


Add(x,0) = Pi(x) (ie. = x, condition d'arrêt) 
Add(x, y) = Incr(Add(x, Decr(y)) 


+ Par exemple : Add(2,3) = Incr(Add(2,2)) = Add(2,2) + 1 = [Incr(Add(2,1)) + 1] + 1 
= {[Add(2,0) + 1] + 1] + 1 
SIPES D. || SES ES ECES ESS 
Et on pose plus simplement : Add{(x, y) = x + y. 
La fonction soustraction Sous : 
La soustraction dans N définie par : S(x,y) = x - y si x > y et 0 sinon, peut être définie par : 
Sous(x, 0) = x et Sous(x,y) = Decr(Sous(x, Decr(y)) 
+ Par exemple : Sous(5,3) = Decr(Sous(5,2)) = Decr(Decr(Sous(s,1))) 
= Decr(Decr(Decr(Sous(5,0)))) = Decr(Decr(Decr(S))) 
= Decr(Decr(4)) = Decr(3) = 2 
La fonction multiplication M : 


M(x,y) = xxy Elle sera définie par : 


M(x,0) = N(x) ( fonction nulle : condition d'arrêt) 
M{(x,y) = A(M(x D(y)),P1(x, y)) , c'est à dire x(y - 1) + x : appel récursif 
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Exemple (Arbres ordonnés) 


Une alternative naturelle serait de présenter les arbres ordonnés par une définition récursive : 
un arbre ordonné est soit vide, soit réduit à un sommet (une racine), soit constitué d’un 
sommet (une racine) et une liste (ordonnée) d’arbres ordonnés (ses fils). 


Dans ce chapitre, nous nous attardons sur les définitions inductives d’ensembles et de 
fonctions, qui permettent de donner un sens à des définitions récursives. Nous discutons, par 
ailleurs comment il est possible de faire des preuves sur des structures définies inductivement, 
en introduisant les preuves par induction structurelle. 


Raisonnement par récurrence sur N 


Théorème Soit P(n) un prédicat (une propriété) dépendant de l’entier n. 
Si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

(B) P(0) est vrai ; 

(1) P(n) implique P(n + 1) pour tout n ; 


Alors pour tout entier n, P(n) est vrai. 


Démonstration: 

Le raisonnement se fait par l’absurde. Considérons X = /k E N|P(k) est faux}. 

S1 X est non vide, il admet un plus petit élément n. 

D’après la condition (B), n # 0, et donc n—1 est un entier, et P{(n — 1) est vrai par définition 
de X. On obtient une contradiction avec la propriété (1) appliquée pour l’entier n—1. 


Pour faire une preuve par récurrence, on établit donc une propriété en 0 (cas de base), et on 
établit que la propriété est héréditaire, ou inductive : P(n) implique P(n+ 1) pour tout n. 

Le concept de preuve inductive généralise cette idée à d’autres ensembles que les entiers, à 
savoir aux ensembles qui se définissent inductivement. 

Formellement, tout cela se justifie par le théorème qui suit. 


Définition. (Définition inductive) Soit E un ensemble. Une définition inductive d’une partie X 
de E consiste à se donner 
° un sous ensemble non vide B de E (appelé ensemble de base) 
e et d’un ensemble de règles R : chaque règle r; ER est une fonction (qui peut être 
partielle) r; de En — E pour un certain entier n; > 1 
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Théorème (Théorème du point fixe) À une définition inductive correspond un plus petit 
ensemble qui vérifie les propriétés suivantes 
(B) il contient B : B EX; 
(1) il est stable par les règles de R : pour chaque règle r; ER, pour tout 
X1, °°", Xni EX, ON a ri(x1, * +, Xni) EX. 


On dit que cet ensemble est alors défini inductivement. 


Démonstration Soit F l’ensemble des parties de E vérifiant (B) et (1). 

L’ensemble F est non vide car il contient au moins un élément : en effet, l’ensemble E vérifie 
les conditions (B) et (1) et donc E EF. 

On peut alors considérer X défini comme l’intersection de tous les éléments de F. 


Exercice proposés (Exemples d’applications) 
Exercice 1. 
Montrez que les fonctions suivantes sont primitives récursives : 
a) la fonction factorielle(n) 
b) la fonction pgcd(m, n) 
c) le prédicat prem(n) qui vaut 1 si n est un nombre premier, O sinon 


Exercice 2. 
Montrer que les fonctions suivantes sont récursives primitives. 
0 
2. les fonctions constantes égales à 3 d'arité 0, 1 et2 ; 
3. la fonction addition : (x; y) — x +y; 
4. la fonction multiplication : (x; y) — x * y; 
5. la fonction exposant : (x; y) — xy = x "y; 
6. la fonction prédécesseur Pred : x — (x—1) six > 0 
0 sinon ; 
7. la fonction différence tronquée Diff : (x; y) — (x-y) six > y 
0 sinon ; 


Exercice 3. 
Montrer que le prédicat x > y est récursif primitif. 


Exercice 4. 

1. Montrer que les constructeurs suivants sont récursifs primitifs (c'est à dire que s'ils sont 
utilises sur des fonctions récursives primitives du bon type alors les fonctions qu'ils 
construisent sont bien récursives primitives). 
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2. Pour k EN, si P est un prédicat d'arite k, f et g sont des fonctions d'arite k, alors Si(P; f; g) 
est la fonction h d'arité k telle que lorsque P est vrai h = f et lorsque P est faux h = g. 

3. Pour k EN, si f est une fonction d'arite k + 1 alors Somme(f) est la fonction h d'arité 

k + 1 telle que 


hy,zr1,...,7x) = S  fi,r1,..., Tx) 
1—0 


4. Pour k EN, si f est une fonction d'arité k + J alors Produit(f) est la fonction h d'arité 
k + 1 telle que 


h(y.r1,...,Tk) II rG.z: ss. Tk } 
—0 
Exercice 5. (Fonctions u-récursives) 


1. Montrez que la fonction logarithme est une fonction u-récursive. 


2. Utilisez l’opérateur de minimisation pour définir les fonctions : 


si n>0 


| m 
quot(m,n)=!|n 
(0 sinon 


m . 
m—-|—|nsin>0 
mod(m,n) = n 


Osinon 


3. On suppose connu le prédicat prem(n) qui vaut à si n est un nombre premier, O sinon. 


ème 


Montrez que la fonction nprem(n) qui renvoie le n°” nombre premier est une fonction l1- 


récursive. 
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Chapitre 6 Lambda Calcul 


1. Résumé du cours 


Pour l’informaticien, l’étude du 1-calcul (prononcer lambda-calcul) permet de 
comprendre sur un langage minimal des concepts théoriques qui pourront par la suite se 
reporter sur des langages de programmation plus riches. Par exemple, nous pourrons raisonner 
sur la terminaison des programmes, sur l’équivalence entre deux programmes, sur les 
relations entre la programmation et la logique 


Syntaxe 
On donne habituellement la syntaxe du À-calcul en disant que c’est l’ensemble des 
expressions e formées de la façon suivante : 


e ::= Ax. elese2x 


Pour une présentation un peu plus précise, on suppose l’existence d’un ensemble V infini de 
variables (que nous noterons x, y, . .., xi y; f, g) et l’ensemble des À-termes est constitué de la 
façon suivante : 


o Sixest une variable et e est un À-terme déjà construit, alors Àx. e est un 1- 
terme, nous appellerons un tel À-terme une abstraction. 

o Sie et e2 sont des 1-termes déjà construits alors ez e2 (la juxtaposition des 
termes) est un À-terme, nous appellerons un tel -terme une application. 

o S1ixest une variable, alors c’est également un 1-terme. 


Quelques exemples fréquemment rencontrés de 1-termes : 


a) Àx. x (on l'appelle 1), 
D x (K), 

CHAR AE (A), 

d) Ax. y. Azxz(yz))  (S), 

ARE EE 
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a-équivalence, variables libres et liées 


La relation d’a-équivalence est une relation d’équivalence et c’est aussi une relation de 
congruence : si e et e”’ sont a-équivalents alors Àx. e et Àx. e’ le sont aussi, e ez et e’ e1 le sont 
aussi, et ez e et er e’ le sont aussi. Quelques exemples et contre-exemples d’a-équivalence : 
1. Ax. 2y. y, y. Àx. x, et 4x. 1x. x sont a-équivalents. 
2. Àx. x yet ly. y y ne sont pas a-équivalents. 


Substitution 


On peut remplacer toutes les occurrences d’une variable liée par un À-terme, mais il faut faire 
attention que cette opération soit stable par a-équivalence. 


Plus précisément, nous noterons e/e’/x] le terme obtenu en remplaçant toutes les occurrences 
libres de x par e’ dans e. 


L'opération doit en fait se faire en deux temps : 
1. d’abord construire un terme a-équivalent à e où aucune des abstractions n’utilise x ou 
l’une des variables libres de e’ 
2. ensuite remplacer toutes les occurrences de x par e” 


Les variables libres de e/e’/x] sont alors les variables libres de e et les variables libres de e’. 


On peut également décrire récursivement l’opération de substitution par les équations 
suivantes : 
ii  xfe’x]=e, 

ü. yle/x] = Yxx, 

iii. (el e2)[e’/x] = exle’/x] ele x], 

iv. (x. e)/e’/x] = x. e, 

v. (y. e)/e’/x] = 2y.(ele 0/x}), si y n'est pas libre dans e’, 

vi. (y. e)/e’/x] = 2z.((e[z/v])[e’x]), si z n'apparait pas libre dans e et e’. 


La dernière équation s’applique aussi quand les deux précédentes s’appliquent, mais on 
appliquera celles-ci de préférence quand c’est possible. 


Si l’on applique la dernière alors que les précédentes s’appliquent, on obtient simplement un 
terme a-équivalent 
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Conversions 4—conversion : 


(Ax.M) —4 (2y.M]{y/x]) y non libre dans M 


Convention 
Nous ne distinguerons pas les termes qui sont identiques après (éventuellement plusieurs) 
a —conversion. 


Conversions f—conversion : 


(AxMN) —8$ MIN/x]) si la substitution est sûre 


Réduction 
Ces deux conversions sont étendues aux sous-termes : 
(x M) — (x.M) Si M —M' 
MN) — MN) Si M —M' 
(MN) — (MN) Si M —M' 


B—réduction 


*k 2 
— Ben —"8 représente le calcul sur un À terme 


Exemple 


° _ ((x. 27. (xy))blc 
°_ ((x.(a( y. (y)))bjc 


Forme normale Définition (Rédex) 


- Un rédex d’un terme est une sous-expression de la forme 


((x.X)Y) 


- Un terme est en forme normale s’il ne contient aucun rédex. 
- Un terme en forme normale ne peut plus être B—-réduit (le calcul est terminé). 
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Définition (Terme normalisable) 
- Un terme E est normalisable s’il existe un terme E” en forme normale telle que 


E—'s£’ 
L (x. (x x)) (2x. (x x)) est-il normalisable ? 
IL. Donner un exemple de terme normalisable pour lequel il existe une séquence 


infinie de f-réduction. 


Stratégie de réduction Il existe plusieurs façons de réduire un terme. 


Théorème (Church-Rosser) 
SiE—"s#E1 et E—"s Er, alors il existe E’ tel que El— "8 E’ et E2—'BE" 
Ce théorème assure l’unicité de la forme normale (exercice). 


Il existe une stratégie gagnante : 

Définition (Réduction normale) 

La réduction normale d’un terme est la stratégie qui applique la B-conversion aux rédex le 
plus à gauche. 


Théorème (Curry) 
Si E est normalisable vers une forme normale N alors la réduction normale de E mène aussi à 
N. Autrement dit, la réduction normale d’un terme normalisable termine toujours. 


Nombres naturels 
On peut représenter les nombres entiers positifs par les expressions de la forme 
Afxff fx) 
Par exemple, 0 est le terme Àf x.x, 1 est le terme fx. f x, 2 est le terme Àf x. f{f x), et ainsi de 
suite. 
On peut alors représenter les fonctions arithmétiques les plus basiques de la façon suivante : 


- _Incrémentation 
Àx f z.x f(f z) 
- Addition 
Ax y f z. x (y f z) 
- Multiplication 


Àx y f z.x (y f) z 
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Dans la suite nous noterons succ, plus et mult ces fonctions. Dans la littérature ces nombres 


sont appelés entiers de Church. 
Exemple d’application 


il. Donner une représentation alternative de incr. 
ii. Ecrire les nombres 2 et 3, construire la dérivation correspondant à 2 + 3, reconnait-on 


bien le nombre 5 ? 
ii. Ecrire la dérivation correspondant à 2 x 3. 
iv. Ecrire la fonction d’exponentiation. 


Série d’exercices proposés 


Exercice avec solution 


1. réduire les termes suivants à des termes bêta-normaux 
(a) — (Ax.xy) (Au. vuu) 
(b)— (Axy. yx)uv 
(c) — (Ax.x(x(yz))x) Qu. uv) 
(d)— (Ax.xxy)(Ay. yz) 
(e) — (Axy.xyy)Qu.uyx) 
(P) — (Axyz. xz(yz))(QAxy. yxdu )((Axy. yx)v)w 


Solution 


(e) — (Axy.xyy)(Au.uyx) 
(Axy.xyy) Qu. uyx) = (2x. (Ay.xyy))(Qu.uyx) 
(ax. Ay.xyy))Qu.uyx) >1g (Ay.xyy) (au uyx)/ « 
=, (Az. xzz) ur uyx) / x) 
= (az. (Au. uyx)z2) 


œ18 (Az. (uyx) E/u| 2) 
= ÀZ.2yxz 
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(xy.xyy) Au. uyx) =, (Az. (At.ztt))(Au. uyx) 


(az. (At. ztt))(2u.uyx) œ,g (At.ztt) (ee né *)/ 2) 


= (at. (Au. uyx)}tt) 
18 (At.(uyx) (/u)2) 


= Àt.tyxt 


(F) — (Axyz.xz(y2))((Axy. yrdu)((Axy. yx)v )w 
C7} 
(Gxy. yr)u) = (4x. (Qy. yx))u (Cxy. yx)v) >1g8 ÀY.Yv 


Dig (AY.YX) [A = Ày.yu 


> (Axyz.xz(y2))Qy.yu)(Qy. yv)w 
=, (ac (am. (an. en(mn)))) (y. yu)(Ay. yv)w 


Pig | (am. (an. tn(mn))) É 7 u)/ 1 y. 
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2 ((am Can 2m) 


Vo 
= (4m. (An. (Ay. yu}n(mn))) (Ay.yv)w 


18 (an. (Ay. yu)n(mn)) Le A v) A w 
= (an. (Ay. yun( (Ay. yv}n)) wW 


Dig (Gay. yu}n((y.yvn)) WA 
= (y.yu)w(Qy.yv)w) 18 wu((Ay.yv)w) 
œ18 Wu(wv) 

Exercice 1. 


Le terme suivant est il syntaxiquement correct ? Si oui, décomposez-le en sous-termes en 
délimitant toutes les abstractions et applications. 


e xXy .Ày.x 

e Ax.xyy 

e x.y XX 

e zx. x.ÀYz 
e Ax.xyAt.tx 
e Ax.tx 
Exercice 2. 


Soit M un terme du _-calcul ; réduire autant que possible les expressions suivantes : 
add M 0, add 0 M, mul M 0, mul 0 M, mul M 1, mul 1 M, et exp M 0. 


Exercice 3. 

1. réduire (true M ) et ( false M ), où M désigne un terme quelconque ; 

2. donner des définitions pour les opérateurs logiques and, or et not. Conseil : ces définitions 
commencent par if. 


Exercice 4. 
Ecrire un terme qui code le test iszero, de telle sorte que iszero 0 true et iszero n false si n 


est un entier de Church différent de 0 
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Exercice 5. 
On code un couple par le terme pair =_xyf.fxy 


Donner les définitions de first et second de telle sorte que, pour tous termes M, N on ait les 
réductions : 


first ( pair M N) M, second ( pair M N) N. 
Exercice 6. (Examen 2015) 


Réduire et donner la forme normale des termes suivants : 
1. ((AX.(X x)) (AZ.Z)) 

2. ((Axy.y) f 8) 

3. ((xy.(x (x (x y)))) (Ax-z)) 
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Chapitre 7 Complexité & NP Complet 


1. Résumé du cours 


La complexité en espace correspond à l’espace mémoire (nombre d'octets) nécessaire à 
l'exécution sur une donnée de taille N. 

La complexité en temps correspond au temps d'exécution (nombre d'opérations élémentaires) 
de l'algorithme sur une donnée de taille N. 


- Le principe de la complexité est d’avoir une mesure pour évaluer les performances 
d’un algorithme (temps d’exécution ou espace mémoire) 
- Le but est de comparer les algorithmes résolvant un même problème 


2. Ce qu’il faut retenir 


A un problème donné, il existe plusieurs solutions algorithmiques. 
Il faut les comparer par rapport à leurs complexités. 
Il faut s’assurer que l’algorithme proposé est le meilleur possible pour le problème considéré. 


En réalité, chaque problème a sa propre complexité (connue ou non). Dès qu’un algorithme à 
la même complexité, 1l est optimal. 

Plus formellement : soient À un algorithme, d la donnée de cet algorithme, D, l’ensemble de 
toutes les données possibles, de taille n : 


Coût espace (A, d) (en octets) et coût semps (A, d) (en nombre d’opérations élémentaires) de 
l’exécution de À sur d 


Dans ce chapitre, On s’intéresse à trois types de coût : 
- Le coût minimum : il correspond au meilleur des cas : Min,(A) = minacpn {coût (A, d)} 


- Le coût maximum : il correspond au pire des cas : Max,(A)= maxacph {coût (À, d)} 


Le coût moyen : Moyn(A)=24epn P(d)*{coût (A, d)} Ou P(d) est la probabilité d’apparition de 
la donnée d. Si les données sont équiprobables alors P(d)=1/Card[D;]) 
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Notations 


Soient deux fonctions f et g NN 


On dit que f=0O(2) « f est dominée par g » © A partir d’un rang no f{n) <Cste.g(n) 


On dit que f=®{g) « f et g sont asymptotiquement équivalentes » © f=0(2) et g=0(f) 


En pratique, on exprime donc les complexités sous la forme @fg) avec g très simple. 


Exemples 


> 1) : complexité constante (exemple : la somme des entiers de 1 à n) 


VNNNNN 


@n) : complexité polynomiale 
@2") : c (exemple : Tours de Hanoi) 


On fera donc par exemple : 3n°+6n2+17n+3 > (n°) 


Œn) : complexité quadratique (exemple : tris simples) 


© (log(n)) : logarithmique (exemple : recherche dichotomique) 
Œn) : complexité linéaire (exemple : recherche séquentielle) 
Œn*log(n)) : complexité sub-quadratique (exemple : tri rapide) 


Influence de la complexité sur l’exécution : Prenons l’exemple d’une machine qui fait une 
opération élémentaire en Lus (soit /0° opérations par seconde) 


Taille de Î log(n) |n n*log(n) | n n° Pi 

Complexité 

100 lus | 7us |100 0.7 ms 10 ms 15 AIO 

us années 

10000 1 l4us | 10ms | 0.145 1,5 min | 11.5 jours infini 
us 

105 1 20us | Is 205 IS 521107 infini 
us jours années 
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Détermination de la complexité 


Dans l’espace 


C’est en général facile, surtout pour les données statiques : la taille est connue en fonction du 


type. 


Pour les ordres de grandeurs, seuls les tableaux comptent. 
La seule difficulté apparaît dans les allocations dynamiques (mémoire demandée en cours 
d’exécution) ou dans les algorithmes récursifs (1l faut compter le nombre d’appels pour avoir 


une idée de la taille. 


Dans le temps 


> 


> 


Enchaînements séquentiels : L’ordre de grandeur de la séquence correspond à la 
valeur maximale. 

Séquences d’actions élémentaires : 1) 

S’il y a un appel de fonction, il faut inclure la complexité de cette fonction dans la 
complexité de la séquence. 

Alternative (S1...alors...sinon) : On prend toujours la complexité maximale. Sinon on 
peut aussi faire une complexité moyenne mais 1l faut avoir des informations sur le 
résultat moyen de la condition. 

Boucles : Complexité = (Complexité du corps de boucle) x (Nombre de tours). 
Algorithme récursif : Complexité = (Complexité de la fonction) x (nombre d’appels). 


Structures de données et algorithmes en pratique 


La résolution de problèmes algorithmiques requiert presque toujours la combinaison de 
structures de données et d’algorithmes sophistiqués pour la gestion et la recherche dans ces 


structures. 


D'autant plus vrai qu’on à traiter des volumes de données importants. 


Quelques exemples de problèmes réels : 


1. 
2° 
Le 
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Routage dans les réseaux informatiques 
Moteurs de recherche 
Alignement de séquences ADN en bio-informatique 


Exemples : Les algorithmes de tris 


Les algorithmes de tris ont deux types d’opérations fondamentales : les comparaisons et les 
transferts. 


On peut distinguer deux types de tris : 
- Les tris internes : en mémoire centrale : 
o Tri d’un tableau 
o Tri d’un tableau sur lui-même 
- Les tris externes : tri de fichiers 
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Exercice proposé sur la Classes de complexité P et NP 


Exercice 1. 

La méthode naïve pour chercher le plus petit diviseur d non trivial d'un entier p impair 
consiste à tester tous les entiers d impairs inférieurs à p1/2, jusqu'à trouver un diviseur (en cas 
d'échec, on en déduit que p est premier) 


Exprimer la complexité de cet algorithme en utilisant la notation “"grand-O", d'abord en 
fonction de p, ensuite en fonction de la faille de 


Exercice 2. 
Montrer qu'une expression © ( In n ) est aussi O ( log2 n ), et vice-versa. 
Les notations O ( e” ) et O ( 2") sont-elles équivalentes ? 


Exercice 3. 

1. Calculer la table de vérité de la formule : l'=(x1A-y)V (yA 2) VZz 

2. Trouver une formule £ de la forme x'1 y' A z', avec x' = x ou -x, etc. telle que £ et T’soit une 
tautologie 

3. Transformer ( x1 -y ) V( y 12Z ) en forme normale conjonctive 


Exercice 4. 
Transformer la formule ( x1 V y1) A (x2V Y2)..A. (Xn V Yn) en forme normale 
disjonctive 


Exercice 5. 

1. Exprimer l'égalité y = -x sous forme de conjonction de clauses 
2. Même question pour z =X A y 

3. Même question pour z = X V y 


Exercice 6. 

1. Exprimer l'implication x =( -y A -z ) sous forme de conjonction de clauses. 

2. En déduire une formule en forme normale conjonctive, qui exprime que l'une des trois 
variables x, y, z vaut /, et une seulement. 

3. Généraliser au cas de n variables x1, x2, ... , Xn. 

4. Prouver directement, c'est-à-dire sans utiliser la question 1, que la formule obtenue est 
correcte 


Exercice 7. 
Prouver que la classe P est close par union, concaténation et complément 


Exercice 8. 
Prouver que la classe NP est close par union et concaténation 


47 


Exercice 9. 
Prouver que si NP n’est pas égal à son complément, alors PÆNP 


Exercice 10. 
Prouver que si P = NP alors tout langage À € P sauf À = $ et A =Y° sont NP-complets 
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4.2. Tableau de vérité. Nous présentons ces définitions en forme de tableaux de vérité, où 
V:=vrai, et F:=faux. 
Pour la négation: 


PP 
VIF 
FIV 


Pour les autres définitions: 


p _q|pVqa|p®œq|pAqgipqiptaq 
VV V F V V V 
V FI V V F F F 
F VI V V F V F 
FE FI F F F V V 


4.3. Propositions logiques composées. Commençons maintenant à combiner. Si p, q et r sont 
trois propositions logiques, alors 


P:=((Cg)A(pVr)) —p 


est aussi une proposition logique. La valeur de vérité de P dépend des valeurs de vérité de p, 


g et r. Comment exactement montre le tableau suivant (qui montre aussi des calculs de vérité 


intermédiaires) : 
pq r|-g pVr (g)AGVr)|(C9A(pVr))  —p 
VVV EF V F V 
VV EF EF V F V 
VE VIV V V V 
VF FIV V V V 
FEV VIF V F V 
FVF EF F F V 
FF VIV V V F 
FF FIV F F V 


En regardant la dernière colonne on se rend compte que P est faux si et seulement si p est faux 


et q est faux et r est vraie, ou en formule que 


(p) A ((9) Ar)) 


est vraie. 


Ou que P est vraie si et seulement si 


(Cp) A (C9) Ar)) 


est vraie. 


Posons Q := —((-—p) A ((-g) Ar)) et calculons de nouveau ses valeurs de vérité : 
19 
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p g r|p g (-g)Ar) (Cp)A(GagAr)]Q 
VVV EF F F F V 
VVEF FF F F F V 
VF VF V V F V 
VF FF V F F V 
EVVIV F F F V 
FVEFV F F F V 
FF VIV V V V F 
FF FIV V F F V 
Considérons aussi la proposition R = p V (q V (-r). On peut aussi calculer son tableau. 
p q TrTPIQIR 
VV VIVIVIV 
VVE VIVIV 
VE V IVIVIV 
VF EF VIVIV 
FEV VIVIVIV 
FEV FI VIVIV 
FF VIEIF F 
FF FIVIVIV 


Conclusion : les propositions composées P, Q et R ont la même valeur de vérité, n’importe 
les valeurs de p,q,r. On dit P, Q et R sont des propositions composées (ou formules logiques) 
logiquement équivalentes. 

Calculons aussi les vérités de la proposition P & Q: 


p q TP QIP4Q 
VV VV V V 
VV FIV V V 
VF VV V V 
VF FIV V V 
FEV VIV V V 
FEV FIV V V 
FF VIF EF V 
FF FIV V V 


On voit que la proposition logique composée P & Q est toujours vraie, pour tous les valeurs de 
vérité de p,q et r. On dit P & Q est une tautologie, notation P & Q. 


4.4. Tautologie et contradiction. Nous généralisons. 


Définition 4.2. Une proposition logique composée (ou une formule logique) qui est toujours vraie, 
quelles que soient les valeurs de vérité des propositions qui la composent, est appelée une tautologie. 
Notation : P& V. 


Par exemple: p V (-p) & V et ((pAg) —(pV a) & V. 
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Définition 4.3. Une proposition logique composée (ou une formule logique) qui est toujours fausse, 
quelles que soient les valeurs de vérité des propositions qui la composent, est appelée une contra- 
diction. Notation : PS F 


Par exemple : pA(-p)& F. 


Définition 4.4. Deux formules logiques P et Q sont appelées logiquement équivalentes si la propo- 
sition logique P & Q est une tautologie. Notation : P & Q. 


Par exemple: (p & q) & [(p — q) A (q — p)]. 


Définition 4.5. Si P — Q est une tautologie, où P et Q sont deux formules logiques, on dit que 
P - Q est une règle d’inférence. Notation P = Q. 


Par exemple: (p A q) = q. 


4.5. Propositions logiquement équivalents à l’implication. Considérons la proposition suiv- 


ante. 


Proposition 4.1. Les trois formules logiques "p — q", "(-g) — (-p)'"et "(-p)Vgq" sont logiquement 
équivalentes. Ou 


(pq) & (9) — (p)) & (op) Va). 


Proof. Nous vérifions par un tableau de vérité. 


p qg|p—gqg|l-q -p (-g)—(-p)|(-pVa) 
ViN) Ve Eur V V 
Vs de | pe és F F 
F VI V |F v V V 
F F| V |vV v V V 


Les trois colonnes correspondantes sont identique. Donc la proposition est vraie. 


4.6. Formules logiquement équivalentes. Donnons une petite reformulation. On pourrait voir 


P=P(p,q47r), Q=Q(», ar), R= R(p,q,r) 
comme trois formules ou comme trois fonctions qui dépendent des propositions logiques p, q,r. Par 
exemple 
P : {propositions logiques}* — {propositions logiques} 
où le triple de propositions (p, q,r) est envoyé vers la proposition P = P(p,q;,r). 


Par définition: P et Q sont logiquement équivalentes si les fonctions composées avec la fonction 


‘vérité" deviennent identiques: 


vérité" o P = "vérité" o Q. 

Si À et B sont deux ensembles et b € B un élément fixé, on peut définir la fonction constante, 
souvent aussi noté b, comme la fonction qui associe à chaque élément a € À ce même élément b 
(ou b(a) — b). Dans le même sens nous considérons V comme la proposition composée (ou formule 
logique) qui a la valeur de vérité V n’importe les valeurs de p, q,r. Et de même pour F. 
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4.7. Équivalences logiques de base. 


temps : 


Théorème 4.1. Voici des équivalences logiques : 


Proof. La plupart des preuves est facile: il faut soi-même se convaincre! 


pAV 
pVF 
pVV 
pAF 
pVpP 
pApP 


(Rp) 


pAq 


exemples de preuve par tableau : 
SiP:=pV(gAr)et Q:=(pVa)A(pVr)ona 


TT TTTTITEITLTLTLTTLTTLTTT 


p (Identité) 

p (Identité) 

V (Domination) 

F (Domination) 

p (Idempotence) 

p (Idempotence) 

p (Loi de la double négation) 
q A p (Commutativité) 

q V p (Commutativité) 

(p V (qVr)) (Associativité) 
(pA(qAr)) (Associativité) 
((pVq)A(pVr))) (Distributivité) 
((pA q) V(pAr))) (Distributivité) 
((-p) V (-q)) (Loi de De Morgan) 
((-p) A (-q) (Loi de De Morgan) 


FT 


p g r|gAr P|pVqg pVvr Q 
VVVOV VV VV 
VV EF FO OV, V VV 
VE V EF V, V VV 
VF F FO OV, V VV 
FVVIV VI V VV 
FVF F F V F F 
FF VIF F F V F 
FFF F F F F F 
Effectivement P & Q 


(un des deux lois de la distributivité). 


Montrons -(pAqQ) 
On a 


Une première liste d’équivalences logiques utilisées tout le 


Nous donnons deux 


((p)V(-a)) (Loi de De Morgan). Soit P = -(pAg) et Q = ((-p)V(-a)). 


p glpAg P|-p -q Q 
VVIV FF FF 
VD CE MIE 2 
F VIF VIV F V 
F FlF VIV V vV 


Effectivement P & Q. 
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4.8. Preuve d’equivalences logiques par de l’algèbre. Remarquons tout d’abord que si P,Q 


et R sont trois formules logiques (ou propositions composées) et P & Q et Q & R alors aussi 


P&R. (Etsi P&Q alors aussi Q & P (c.-à.d., l’'équivalence logique est symmétrique), et on a 


toujours P & P.) 


Donc on peut enchaîner des équivalences logiques pour obtenir d’autres. 


Nous avons déjà un certain nombre d'équivalence montrées, que nous pouvons utiliser. A la place 


d'utiliser un tableau pour vérifier une équivalence logique, on peut aussi utiliser les petites règles 


déjà montrées, comme en algèbre. 


Donnons un exemple. La proposition soi-même est sans importance. 


Proposition 4.2. Soit P :— 


Proof. Nous allons utiliser une suite d’équivalences logiques (avec les raisons) 


Et voilà ! 


P & 


Ÿ 


T TTTTTTL 


(C9) AGpVr))) Vp (Car (p — q) & ((-p) V a)) 
(-(-g) V -(p Vr))) V p (Selon De Morgan) 

(q V -(p Vr))) V p (Double négation) 

(q V ((-p) À (-r))) V p (Selon De Morgan) 

V (p V ((-p) A (-r))) (Assoc. et comm. pour V) 
V ((p V (-p)) À (pV (-r))} (Distrib.) 

V(V A (pV (r))) (Selon (p V (-p)) & V) 
qV(pV(-r)) (Selon comm. et (pAV)& p) 


)A 
) 


Q (Assoc. et commut.) 


Chaque ligne est claire. Mais trouver la chaîne n’est pas si évidente. 


Remarque. On a vu beaucoup de ()’s dans cette preuve. Parce que p V (q Vr) = 


pVavr 


n’est pas ambigu. On supprime des ()’s, qui sont dans ce cas superflus. 


Ainsi pour 


pAgAT 


(ag A(GDVr) =petQ:={(pV(qV(-r))). OnaP<&Q. 


(p V q) Vr, écrire 


On pose la convention que "—" a une plus haute priorité que V ou À ou — ou … 
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Donc -p V q veut dire (-p) V q (et pas —(p V q), ce qui est vraiment différent). 

Et -p — q veut dire (—p) — q. 

Mais c’est ambigu d'écrire ’pAqVr” et ”’pAg — r”; on n’a pas le droit d'écrire ça (il faut ajouter 
des ()’s pour clarifier ce qu’on veut vraiment). Nous ne posons pas de priorités entres les autres 
opérations. Vous aussi êtes obligés d’évitez des ambiguïtés, en utilisant les ()’s et [ ],s. Et à 


chaque symbol "(" il faut correspondre un symbol ")". 
4.9. Règles d’inference de base. Voici quelques règles d’inférencd?] utilisées tout le temps aussi. 


Théorème 4.2. Les suivants sont des équivalences logiques. 


p — (pVa) (Addition) 
pAg — p (Simplification) 
pA(p— q)] — p (Modus ponens) 
qaA(p— gg) —= gp (Modus tollens) 
[(p— g)A(q—r)]) —= (pr) (Syllogisme par hypothèse) 
[(pVaqg)A-q — p (Syllogisme disjonctif) 


Proof. Aussi facile à montrer avec un tableau de vérité. Par exemple Modus ponens: 


p qg|p—q pA(p—aq)|(pA(p—4a))—p 
V VI V V V 
V F|l F F V 
F V| v F V 
EE UN F V 


La dernière colonne contient seulement des V, donc correspond à une tautologie. 


SiP=Qet Q = R alors aussi P = R. (Mais P = Q n'implique pas en général que Q = P). 
Et P & Q si et seulement si P = Q et Q — P. 
Donc on peut composer des règles d’inférences, et obtenir d’autre règles d’inférence. 


Par exemple. 
Lemme 4.1. Une autre règle d’inférence : 
(A (-p — 9) = p. 
Proof. On combine (-p — -q) & (q — p) avec modus ponens 


(gA(-p— -9))& (qA(q— p)) = p. 


Cette règle d’inférence est utilisée dans une preuve par l’absurde, comme nous verrons plus tard. 


Voir [FI $3.1] 
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4.10. Fonctions propositionnelles et quantifications. Il y a des énoncés comme ?’n > 2” qui 
sont presque des propositions logiques mais qui contiennent des indéterminés (comme "n" dans 
l'exemple). Du moment qu’on précise ces indéterminés elles deviennent des propositions logiques. 
C’est donc vraiment une famille de propositions logiques. 

Par exemple p(n) := ”’n > 2”. C’est une famille de propositions logiques, dépendant de la 
variable n qui varie dans l’ensemble N. Ici p(n) est fausse si n — 0,1 ou 2 et vraie sinon (pour 
n € N). 

Soit U un ensemble. Une fonction 


p:U — {propositions logiques} 
qui associe à chaque u € Ü la proposition logique 


p(u) 


s'appelle fonction propositionnelle avec U comme univers du discours de la variable u. 
Exemple: Soit U l’ensemble des hommes qui habitent Montréal et p(X) :— " X peut patiner". 
Soit P(u) une fonction propositionnelle avec U comme univers de discours de la variable u. 
On définit deux nouvelles propositions logiques vraies, les deux quantifications. 
On écrit 
Vu P(u) (ou Vu: P(u)) 


pour la proposition logique: 
"P(u) est vraie pour tous les valeurs de w sur son univers de discours", ou, 
"pour chaque valeur u dans l’univers de discours la proposition P(u) est vraie". 
(On dit parfois: la quantification universelle.) 
Dans l’exemple: 
VX P(X) est une traduction logique de "Tous les hommes qui habitent Montréal peuvent patiner." 
Et on écrit 


u P(u) (ou Au : P(u)) 


pour la proposition logique: 
"P(u) est vraie pour au moins une des valeurs de u choisi dans son univers de discours", ou 
"il existe au une valeur u dans l’univers de discours telle que la proposition P(u) est vraie". 
(On dit: parfois: la quantification existentielle.) 


Dans l’exemple: 3X P(X) est une traduction logique de "Au moins un homme qui habite Mon- 
tréal peut patiner." 


Exemple: Si p(n) := ’n > 2” avec univers du discours N. alors ”Vn n > 2” est fausse (car au 
moins p(1) = ”1 > 2” n’est pas vraie); et In n > 2” est vraie (car au moins p(3) = ”3 > 2” est 
vraie). 


On remarque: 


Vu p(u) est vraie si p(u) est vraie pour chaque u; 


Vu p(u) est fausse s’il existe au moins un uw tel que p(u) est fausse. Traduction 


(Vu p(u)) & Au (-p(u)) 
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Ju p(u) est vraie s’il existe un u tel que p(u) est vraie; Ju p(u) est fausse si pour chaque u on a 
que p(u) est fausse. Traduction: 


(Au p(u)) & Vu (-p(u)) 
On formule ses résultats en forme d’une proposition. 


Proposition 4.3. Soit P(u) une fonction propositionnelle avec U comme univers de discours de 
la variable u. Alors 


(Vu p(u)) & Au (p(u)) 
et 


—Gu plu)) & Vu (p(u)). 


4.11. Utilisation dans les arguments et preuves mathématiques. On utilise les règles d’inférence 


dans les arguments et dans les preuves. Typiquement (ici p et q sont certains propositions logiques 
explicites) : 

Un petit argument comme le suivant est logiquement correct (par modus ponens) : "On a p et 
aussi que p implique q, donc on a aussi q', ce qui est une version courte pour: "La proposition 
logique p est vraie et l'implication p — q est vraie, alors automatiquement la proposition logique q 


est aussi vraie”. 


Remarque. Si on dit en mathématique "on montre p", ça veut dire "on donne des arguments pour 
montrer que la proposition logique p est vraie". C’est plus court. 


Ou un argument comme: "p implique q et q implique r, alors nécessairement p implique r aussi, 
ce qui est la version courte de "Les implications p — q et q — r sont vraies alors nécessairement 
l’implication p — r est aussi vraie" (par Syllogisme par hypothèse). 

Ou trivialement : "On sait p et q, donc en particulier p', ce qui courte pour : "On sait que les 
propositions logiques p et q sont vraie, donc p est vraie" (par Simplification). 

Ou: "On sait p ou q, mais q est faux; donc nécessairement p est vraie, "est courte pour: On sait 
p V q est vraie, mais que la proposition q est fausse; alors la proposition logique p est vraie. 

Tout ça devrait paraître naturel. 


Exercice 4.1. (i) Mais comparer maintenant les deux "arguments" semblables suivants. 

"On sait que p implique q, mais p est faux; alors q est aussi faux" (courte pour : On sait que 
l’implication p — q est vraie et que la proposition p est fausse; alors la proposition q est fausse) 

et 

On sait que p implique q, mais q est faux; alors p est aussi faux" (courte pour : On sait que 
l’implication p — q est vraie et que la proposition q est fausse; alors la proposition p est fausse). 

La différence semble être petite, mais le premier argument est logiquement invalide (car basée 
sur une contre-vérité) et le deuxième argument est logiquement valide. 

Trouver pourquoi. 

(ii) Est-ce que l’argument suivant est valide: 

"On a q et que q est impliqué par p; alors p. 

La (contre-) vérité sous-entendue ? 
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(ii) Est-ce que vous acceptez : On sait que q est vraie, alors l’implication p — q est vraie ? 
(iv) Et : On sait que p est faux, alors l'implication p — q est vraie ? 
(v) Et : On sait que l'implication p — q est faux, alors q est vraie ? 


4.12. Preuve par contradiction. Soit p une proposition logique explicite, qu’on veut montrer 
vraie. Une méthode est de supposer le contraire est vraie, alors que p est faux. Puis d'utiliser cet 
hypothèse, et des théorèmes déjà montrés pour obtenir une contradiction ou une absurdité. On 
conclut que p est vraie. 


Encore une fois, comme un modèle. 
Proposition 4.4. p 


Structure d’une preuve par l'absurde typique. Montrons p par une preuve par l’absurde. Supposons 
par contre que p soit fausse, c.-à-d que -p vraie. 

Puis en utilisant cet hypothèse -p (et les théorèmes déjà montrés) on montre qu’une certain 
proposition logique auxiliaire, disons q, est aussi fausse (donc -q est vrai). Puis on remarque que 
c'était déjà connu (ou on avait déjà montré sans utiliser l'hypothèse que q est faux !) que q est 
vraie. C’est absurde (ou une contradiction). 


On conclut que p est vraie. 


Remarque. C’est quoi le principe logique utilisé? Dans la preuve on montre en fait que l’implication 
(-p) — (-q) est vraie et aussi que q est vraie. Par l’inférence q À (-p — -q) = p (lemme [.1) on 
conclut p est vraie. Ce qu’on voulait montrer en effet. Par exemple, souvent q est une proposition 
logique qui est évidemment vrai comme q = ?3 > 2”. 


4.13. Preuves typique d’une implication. En mathématiques il faut souvent montrer des im- 
plications p — q, où p et q sont deux propositions logiques. Il y a trois versions. Voir par exemple 
prop f3.] 

Soient p et q deux propositions logiques explicites en mathématiques, et on veut montrer que p 
implique q. 
Théorème 4.3. p — q 
Structure d’une preuve directe typique. Si p est fausse, l’implication est automatiquement vraie, 
donc il n’y a rien à montrer dans ce cas. (Cette phrase est souvent omise). 


Supposons p est vraie. Puis (avec cette hypothèse et avec de l’aide des théorèmes déjà montrés), 


on montre que q sera aussi vraie. 


On aura montré que p — q est vraie. 


Cette version est claire, j'espère. Une autre version: 


Structure d’une preuve indirecte typique. Il suffit de montrer sa contraposée (—g) — (-p). 

Si —q est faux (ou q est vraie), l’implication est automatiquement vraie et il n’y a rien à montrer. 
(Cette phrase est souvent omise). 

Supposons —q est vraie, c.-à-d, q est fausse. Puis (avec cette hypothèse et avec de l’aide des 
théorèmes déjà montrés), on montre que p sera aussi fausse, ou que —p est vraie. 


TVoir [A] p. 164] 
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On aura montré que P — Q est vraie. 


Remarque. Cette version est basée sur l’équivalence logique: (p — q) & (-q — -p). Chacun con- 
stitue la structure d’une preuve valide. Avec une preuve directe on peut travailler avec l'hypothèse 
que P est vraie pour montrer qu’alors Q est aussi vraie. Mais de temps en temps il est plus facile 
de commencer avec l’hypothèse que Q est faux pour montrer qu’alors P est aussi faux. 


Structure d’une preuve par l’absurde typique. Montrons p — q par une preuve par l’absurde. Sup- 
posons par contre que p — q est fausse, c.-à-d que p est vraie mais q est fausse. 

Puis en utilisant ces deux hypothèses (que p est vraie et q fausse) (et les théorèmes déjà montrés) 
on montre qu'un certain proposition logique auxiliaire, disons r, est fausse (donc que -r est vrai). 
Puis on remarque que c’était déjà connu (ou on montre directement sans utiliser l'hypothèse pA-q) 
que r est vraie. Ce qui est absurde (ou une contradiction). 


On conclut que p — q est vraie. 


Remarque. C’est une variation sur une preuve par l’absurde, ou l'énoncé à montrer est P := p — q 


(à la place de p). On a (p — q) & (-p V q) et le contraire est -(-p V q) & p A -p (par De Morgan 
et double négation. 


Différence entre la preuve directe, la preuve indirecte et la preuve par l’absurde pour montrer une 
implication p — q? Pour la preuve directe: on peut utiliser l'hypothèse p pour montrer la conclusion 
qg. Pour la preuve indirecte: on peut utiliser l'hypothèse —q pour montrer la conclusion -p. Et 
pour une preuve par l’absurde: on peut utiliser deux hypothèses pour commencer le raisonnement 
(p vraie et q faux) pour dériver une absurdité (ou une contradiction). Ça dépend des propositions 
explicites p et q et de vos connaissance d’autres théorèmes quel façon est préférable! 

Il y a aussi des fausse preuves, basées sur une contre-vérité. Considérons la "preuve": 


Structure d’une fausse preuve typique. I suffit de montrer (-P) — (-Q) est vraie. 

Si -P est faux (ou P est vraie), l'implication est automatiquement vraie. Donc il n’y a rien à 
faire. 

Supposons —P est vraie, ou P est fausse. Puis (avec cette hypothèse et avec de l’aide des 
théorèmes déjà montrés), on montre que Q sera aussi fausse, -Q est vraie 


On aura montré que P — Q est vraie. 


Remarque. Pourquoi c’est une fausse preuve (donc pas une preuve du tout), car c’est basée sur une 
contre-vérité: les formules logiques p — q et (-p) — (£ q) ne sont pas logiquement équivalentes. 

Une telle FAUSSE preuve est inacceptable. (En fait, ce qu’on montrerait vraiment en fait est la 
réciproque q — p). 


4.14. Si et seulement si. Aussi utilisé souvent est l’équivalence logique entre "(p & q) et "(p — 
g\A(q— p)". 


Proof. Encore une fois montrée par un tableau de vérité : 


p qgip+glqa—p qa—p|((p—aq)1(qa—p) 
V VI V V V V 
V F| F F V F 
F VI F V F F 
F F| V V V V 


On conclut la preuve, car les colonnes correspondantes sont identiques. 


En mots: P & Q est vraie si et seulement si P — Q et sa réciproque Q — P sont vraies. 
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On conclut que pour montrer que p & q (est vraie) il suffit de montrer que p — q (est vraie) et 


puis de montrer qu’aussi q — p (est vraie) (ou alternativement que (—p) — (% q)(est vraie)). 
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Exercice 1 : 
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ? 
1. Si Napoléon était chinois alors 3 — 2 = 2 
Soit Cléopâtre était chinoise, soit les grenouilles aboient. 
Soit les roses sont des animaux, soit les chiens ont 4 pattes. 
Si l’homme est un quadrupède, alors il parle. 
Les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs. 
Paris est en France ou Madrid est en chine. 
La pierre ponce est un homme si et seulement si les femmes sont des sardines. 
Les poiriers ne donnent pas de melons, et Cléopâtre n’est pas chinoise. 


Aller à : Correction exercice 1 : 


Exercice 2 : 
Soient (P), (Q) et (R) trois propositions, donner la négation de 
a) (P) et (non(Q) ou (R)) 
b) ((P)et (Q)) = (R) 
Aller à : Correction exercice 2 : 


Exercice 3 : 
Soient À, B et C trois assertions. Pour chacune des assertions suivantes : 
(4;) = (A et non(B)); (4;) = (A ou non(B) ); (43) = (A ou (B et C)); (4,) = (A et (B ou C)) 
(4;) = (A + non(B)); (45) = (A > B); (4;) = (non(A ou B) = C); (Ag) = (CA et B) = non(C)) 


Ecrire sa négation. 


Aller à : Correction exercice 3 : 


Exercice 4 : 
Donner la négation mathématique des phrases suivantes 
1. Toutes les boules contenues dans l’urne sont rouges. 


D SN Er © D 


2. Certains nombres entiers sont pairs. 

3. Si un nombre entier est divisible par 4, alors 1l se termine par 4. 
Soit f:R—R 

4. f est positive, c’est-à-dire « Vx E R, f(x) > 0 » 

5. f est paire sur R, c’est-à-dire « Vx € R, f(—x) = f(x) » 


Aller à : Correction exercice 4 : 


Exercice 5 : 
Soient les propositions, (P) « J’ai mon permis de conduire » et (Q) « j’ai plus de 18 ans » 
Les propositions (P) = (Q) et (Q) = (P) sont-elles vraies ? Que peut-on conclure ? 


Aller à : Correction exercice 5 : 


Exercice 6 : 
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ? 
1. (2<3)et (2 divise 4) 
2. (2<3)et (2 divise5) 
3. (2 <3)ou (2 divise 5) 
4. (2<3)et non(2 divise5) 
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5. non(2 < 3) ou (2 divise 5) 


Aller à : Correction exercice 6 : 


Exercice 7 : 
Soient À et B deux parties de N. Ecrire en utilisant V, 1 les assertions 


A=0,ANB+0,ACB,AGB 
Aller à : Correction exercice 7 : 


Exercice 8 : 
On considère la proposition (P) suivante : 
(P) « Pour tout nombre réel x, il existe au moins un entier naturel N supérieur ou égal à x » 
1. Ecrire la proposition (P) avec des quantificateurs. 
2. Ecrire la négation avec des quantificateurs puis l’énoncer en français. 


Aller à : Correction exercice 8 : 


Exercice 9 : 
Notons E l’ensemble des étudiants, S l’ensemble des jours de la semaine et pour un étudiant x, h;(x) 
son heure de réveil le jour j. 
a) Ecrire avec des symboles mathématiques la proposition « Tout étudiant se réveille au moins un 
jour de la semaine avant 8h » 
b) Ecrire la négation de cette proposition avec des symboles mathématiques puis en français. 


Aller à : Correction exercice 9 : 


Exercice 10 : 
Soit P © N l’ensemble des nombres premiers et À une partie de N. Ecrire en utilisant V, 1 les assertions 
À est une partie finie de N, À est une partie infinie de N. 
Tout entier naturel n > 2 admet un diviseur premier, les éléments de À ont un diviseur premier 
commun, les éléments de À n’ont aucun diviseur premier commun. 


Aller à : Correction exercice 10: 


Exercice 11 : 
Soit n un entier naturel quelconque. Parmi les implications suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont 
fausses et pourquoi ? Donner leur contraposée et leur négation. 
I. VEN ,(n>5)=(n>3) 
VnEN,(n>5)=(n>6) 
VnEN(n>5)=(n<6) 
VnEN,(n < 1) = (2 divise n) 
VnEN,(n < 1) = (n divise 2) 
VnEN (n<2)=(n?=n) 


Aller à : Correction exercice 11 : 


Exercice 12 : 
Parmi les équivalences suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ? 
I. VEN n>5)s(n>4) 
2. VnEN n>5)s(n>4) 
3. VnEN, ((n > 5) et (n divise 12) &S (n=6) 


Aller à : Correction exercice 12: 
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Exercice 13 : 
Soient les 4 assertions suivantes : 

a 1XERVyERx+y>0 
VxERYyERx+y>0 
VxERVyERx+y>0 
3x ERVyERy?>x 
Les assertions à, b, c et d sont-elles vraies ou fausses ? 


FER E ET 


Donner leur négation 


Aller à : Correction exercice 13 : 


Exercice 14 : 
Soit (qn)nen une suite de nombres rationnels. Que signifie en mots les assertions suivantes 
VnEN,HEZ,qn=|l, 
1EZ.VnEN,qu=il, VIEZ,InEN,q=l, Vq E QoVnEN,iqnl <q 
Attention : il ne s’agit pas de faire la lecture à voix haute de ces quatre suites de symboles maïs de traduire 
l’énoncé en phrase courte dont la compréhension est immédiate. 


Aller à : Correction exercice 14: 


Exercice 15 : 
1. Donner la négation de la phrase mathématique suivante : 
VE>OINEN,VnEN,VpENn>Netp >0 = he — Un | < € 
2. Donner la contraposée de la phrase mathématique suivante : 
VE>ZOINEN,VnEN,VpENn>Netp>0 = fs — Un| < € 


Aller à : Correction exercice 15 : 


Exercice 16 : 
Soient x, € R et f une application de R dans R. 
Ve>0,3a >0,Vx ER, Ex — xol < a = |f(x) — f(xo)l < € 
Donner la négation et la contraposée de cette phrase logique. 


Allez à : Correction exercice 16 : 


Exercice 17 : 
Compléter, lorsque c’est possible, avec V ou 2 pour que les énoncés suivants soient vrais. 
a) .XxER,(x+1)?=x2+2x+1 
b) .XER,x?+3x+2=0 
c) .XER,2x+1=0 
d) .xER,x?+2x+3+0 


Aller à : Correction exercice 17: 


Exercice 18 : 
Les propositions suivantes sont-elles vraies ? Lorsqu’elles sont fausses, énoncer leur négation. 
a) AXEN,x? > 7 
b) VxeN,x? >7 
c) VxEN,1yYEN,y > x? 
d) AxEN,VyEN,y > x? 


Aller à : Correction exercice 18 : 


Pascal Lainé 
Corrections 


Correction exercice 1 : 

1. Il s’agit, ici d’une implication. « Napoléon est chinois » est faux et « 3 — 2 = 2 » est faux, or la 
seule possibilité pour qu’une implication soit fausse est qu’une assertion vraie implique une 
assertion fausse, donc l’assertion 1. est vraie. 

2. Une phrase, en français, du genre « soit ..., soit ... » se traduit mathématiquement par « ... ou ... » 
« Cléopâtre était chinoise » est faux et « les grenouilles aboient » est faux donc l’assertion 2. est 
fausse. 

3. «les roses sont des animaux » est faux et « les chiens ont 4 pattes » est vrai, donc l’assertion 3. est 
vraie. 

4. «l’homme est un quadrupède » est faux et «il parle » est vrai, donc l’assertion 4. est vraie. 

5. «les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs » peut se traduire par « les roses ne sont pas des 
animaux et les roses ne sont pas des fleurs ». « les roses ne sont pas des animaux » est vrai et « les 
roses ne sont pas des fleurs » est faux donc « les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs » est 
faux. Avec un minimum de bon sens c’est assez évident ! 

6. « Paris est en France » est vrai et « Madrid est en chine » est faux, donc « Paris est en France ou 
Madrid est en chine » est vrai. 

7. « la pierre ponce est un homme » est faux et «les femmes sont des sardines » est faux, une 
équivalence entre deux assertion fausse est vraie. 

8. «les poiriers ne donnent pas de melons » est vrai et «Cléopâtre n’est pas chinoise » est vrai, donc 
« les poiriers ne donnent pas de melons, et Cléopâtre n’est pas chinoise » est vrai. 


Aller à : Exercice 1 : 


Correction exercice 2 : 
a) 
non (cp) et (non(Q) ou (R))) = (non(P) ou non(non(Q)ou (R))) 
= (non(P) ou ((Q) et non(R)) 
= (non(P) ou (Q)) et (non(P) ou non(R)) 
= (non(P) ou (Q)) et non((P) et (R)) 
Les deux dernières équivalences logiques me paraissent acceptables, parce qu’il y a souvent 
différentes façon d’exprimer une négation, ensuite il faut voir dans les exercices comment se 
présentent les propositions (P), (Q) et (R). 
b) 
non ((GP) et (Q)) = (R)) = (CP) et (Q)) et non(R) = (P) et (Q) et non(R) 
Aller à : Exercice 2 : 


Correction exercice 3 : 
non(4,) = non(A etnon(B)) = non(A) ou non(non(B)) = non(A) ou B 
non(A;) = non(A ou non(B)) = non(À) et non(non(B)) = non(À) et B 
non(4;) = non(A ou (B et C)) = non(À) et non(B et C) = non(A) et (non(B) ou non(C)) 
= (non(A) et non(B)) ou (non(A) et non(C)) 
Il y a d’autres expressions possibles de cette négation. 
non(A,) = non(A et (B ou C)) = non(A) ou non(B ou C) = non(A) ou (non(B) et non(C)) 
= (non(4) ou non(B)) et (non(4) ou non(C)) 
Il y a d’autres expressions possibles de cette négation. 
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non(As) = non(A > non(B)) = non(non(A) ou non(B)) = A et B 
non(4;) = non(A = B) = non(non(A) ou (B)) = (A) et non(B) 
non(A;) = non((non(A ou B) = C)) = non(non(non(A ou B)) ou C) = non((A ou B) ou C) 
= non(A ou B) et non(C) = non(A) et non(B) et non(C) 
non(A3g) = non((A et B) = non(C)) = non (non(4 et B) et non(non(C))) 
= non(non(A et B) et C) = (A et B) ou non(C) = (A ou non(C)) et (B ou non(C) 


Aller à : Exercice 3 : 


Correction exercice 4 : 

1. Il existe une boule qui n’est pas rouge dans l’urne. (La négation de « pour tout » est « il existe » et la 
négation « rouge » est « n’est pas rouge »). 

2. Tous les nombres entiers sont pairs. (La négation de « il existe » (dans l’énoncé « certains » signifie 
«il existe ») est « tous ». Dans cette question on ne se demande pas si la proposition est vraie ou 
fausse. 

3. Il s’agit d’une implication, la négation de (P) = (Q) est : (P) et non(Q) donc la négation 
demandée est « un nombre entier est divisible par 4 et il ne se termine pas par 4 ». Dans cette 
question on ne se demande pas si l’implication est vraie ou fausse. 

4. 2x € R tel que f(x) < 0. 

5. 1x ER, f(-x) & f(x) 


Aller à : Exercice 4 : 


Correction exercice 5 : 
(P) = (Q) est vraie, par contre (Q) = (P) est fausse, on en conclut que ces deux propositions ne sont 
pas équivalentes. 


Aller à : Exercice 5 : 


Correction exercice 6 : 

1. (2 < 3) est vrai et (2 divise 4) est vrai donc (2 < 3) et (2 divise 4) est vrai. 

2. (2 < 3) est vrai et (2 divise 5) est faux, l’un des deux est faux donc (2 < 3)et (2 divise 5) est 
faux. 

3. (2 < 3) est vrai et (2 divise 5) est faux, l’un des deux est vrai donc (2 < 3) et (2 divise 5) est 
vrai. 

4. (2 < 3) est vrai et non(2 divise 5) est vrai, les deux sont vrais donc (2 < 3) et non(2 divise 5) est 
vrai. 

5. (2 < 3) est vrai donc non(2 < 3) est faux (on peut aussi dire que non(2 < 3) & (2 > 3) quiest 
faux) et (2 divise 5) est faux par conséquent non(2 < 3) ou (2 divise 5) est faux car les deux 
assertions sont fausses. 


Aller à : Exercice 6: 


Correction exercice 7 : 
VxEN.xéAÀ, IxEN.xEAxEB, VrxEAxEB, 2xEA xéB 


Aller à : Exercice 7: 


Correction exercice 8 : 
1. VxER,INENNZ>x 
2. 1x ER,VN EN,N < x. Il existe un réel tel que pour tout N entier, N est strictement inférieur à 
x. 


Aller à : Exercice 8 : 
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Correction exercice 9 : 
a) VxEE,1jES,h;(x) < 8h. 
b) XEE,VjES,h;(x) > 8h. II y a un étudiant qui se lève à 8h ou après 8h tous les jours de la 


semaine. (Donc c’est un gros fainéant). 


Aller à : Exercice 9 : 


Correction exercice 10 : 
1M EN ,VnEA,n< M, VM EN nEAn>M 
VnEN,1PEP,3kEN,n = kp, 1) EP,VnEA.3kENn=kp, VpEP,1nEA, VkEN,n + kp 


Aller à : Exercice 10: 


Correction exercice 11 : 
1. VEN, (n>5)=(n>3)est vraie. 
Sa contraposée est Vn € N, (n < 3) = (n < 5) ouencore Vn EN, (n < 4) = (n < 4). 
(On rappelle que (CP) > (Q)) = (non(P) ou (Q)) donc la négation de (CP) > (Q)) est 
non ((non(P) ou (@))) = (non(non(P)) et non(Q)) = (CP) et non(Q)) 
non((n>5)=(n>3))=((n2>5) et (n<3))=((n > 4) et (n <4)) 
La négation est : An E N,(n > 5) et (n < 3) 

2. VnEN,(n>5)= (n > 6) est faux car pour n = 5, (n > 5) est vrai et (n > 6) est faux (idem 

pour n = 6). 
Sa contraposée est Vn EN, (n<6)=(n<5)=(n<7)=(n<s5). 
Sa négation est (in E N,(n >5) et (n<6))=(3nEN,(n > 4) et (n<7)) 

3. VnEN,(n>5)={(n< 6)est faux car pour n = 7, (n > 5) est vrai et (n < 6) est faux. 

Sa contraposée est Vn EN, (n<6)=(n<5)=(n<7)=(n<s5). 
Sa négation est 
(an € N,(n >5) et (n > 6)) = (an € N,(n > 4) et (n > 7)) =InEN,(n > 7) 

4. VnEN,(n < 1) = (n = 0) si (n < 1) est vrai alors n = 0 et comme 0 = 0 X 2, cela signifie que 2 
divise 0, par conséquent Vn € N, (n < 1) = Vn € N, (n divise 2) est vrai. 

Il n’y a que cela à vérifier parce que si n < 1 est faux, quoiqu'il arrive à la conclusion, l’implication 
est vraie. 
On aura pu aussi voir que : 

(n divise 2) = (3k E N,n = 2k) = (nest pair) 
Sa contraposée est (vn € N, (n ne divise pas 2) = (n > 1)) = Vn EN, (nest impair) = (n > 1). 
Vu ainsi il est clair que la contraposée est vraie et que donc Vn € N, (n < 1) = (n divise 2) est 
Vrai. 
La négation est:n € N, (n < 1) et (n ne divise pas 2) 

5. Comme dans le 4. Vn E N,(n < 1) = (n = 0) mais 0 ne divise pas 2, sinon cela signifierait qu’il 
existe k € N tel que 2 = k x 0 ce qui est faux par conséquent Vn € N, (n < 1) = (n divise 2) est 
faux. En effet une assertion vraie ne peut pas impliquer une assertion fausse. 

La contraposée est Vn € N, (n ne divise pas 2) = (n > 1). 

La négation est (an EN, (n < 1) et (n ne divise pas 2). Vérifions que cette implication est 
vraie : soit n = 0 et (n < 1) est vrai et (0 ne divise pas 2) est vrai ce qui entraine que 

(an E N,(n < 1) et (n ne divise pas 2)) est vrai. 

6. VnEN,(n<2)=(nEe{0,1}), sin = 0 alors n? = 02=0=netsin = 1alorsn? =1?2=1-=n 
donc VnE N,(n < 2) = (n°? = n). 

La contraposée est Vn EN, (n? 4 n) = (n > 2) 
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Sa négation est An € N, (n < 2) et(n? + n). 


Aller à : Exercice 11 : 


Correction exercice 12 : 
1. VEN ,(n>5)e (n > 4) car un entier strictement supérieur à 4 est supérieur ou égal à 5. 
2. VnEN,(n>5)e (n > 4) est faux car pour n = 4, (n > 4) est vrai et (n > 5) est faux. 
3. Les diviseurs entiers et positifs de 12 sont {1,2,3,4,6,12} donc les diviseurs entiers et supérieurs ou 
égaux à 5 sont 6 et 12, bref, il suffit de dire que 12 rend vrai ((n > 5) et (n divise 12) et faux 


(n = 6) pour pouvoir affirmer que Vn € N, ((n > 5) et (n divise 12) & (n = 6) est faux. 


Aller à : Exercice 12 : 


Correction exercice 13 : 

1. a. est faux car si un tel x existe, 1l suffit de prendre y = —x — 1 pour que x + y > 0 soit faux, en 
effetx+(—-x-1)=-1<0 
b. est vrai, car pour un x fixé, on choisit y = —x + 1 de façon à ce que x + (—x + 1) = 1 > 0. 
c. est faux car si on prend x = y = —1 alors x + y = —2 est faux et donc on n’a pas x + y > 0 
d. Il suffit de prendre x = —1, ainsi pour tout y € R, y? > —1, l’assertion est vraie. 

2. a VxERIyYERx+y<0 
(on pourra montrer, à titre d’exercice que cette assertion quantifiée est vraie). 
b.1xERVyERx+y<0 
(on pourra montrer, à titre d’exercice que cette assertion quantifiée est fausse). 
c.1XERI1YERx+y<0 
(on pourra montrer, à titre d’exercice que cette assertion quantifiée est vraie). 
d.VxEeR1yERy?<x 


Aller à : Exercice 13: 


Correction exercice 14 : 
La suite (qn)nen est une suite d’entiers. 
La suite (qh)nen est constante dont la valeur est entière. 
La suite (qn)nen Prend toutes les valeurs entières. 
La suite (qh)nen est constante et vaut 0. 


Aller à : Exercice 14 : 


Correction exercice 15 : 
1. 
1E>O0VNEN, MEN ,IDENn>Netp>0et ss — Un | > € 


VE>O,ANEN,VnEN,VpEN, [ui -u|>Ee=n<Noup<0 


Aller à : Exercice 15 : 


Correction exercice 16 : 
La négation est : 
1e >0,Va>0,3xER, |x-xl<a et [f(x)— f(x)lZE 
La contraposée est 
Ve>0,1a > 0,VxE R,{x — xol < a, (f(x) — f(xl>ze=tx-xol > a 


Allez à : Exercice 16 : 


Correction exercice 17 : 


Pascal Lainé 


a) VxER,(x+1)2=x2+2x +1 

b) IxXER x?+3x+2=0 

c) IXER,2x+1=0 

d) AxER,x?+2x+3 ZOouVxER,x?+2x+3+0 


Aller à : Exercice 17: 


Correction exercice 18 : 
a) Vraie 
b) Fausse par exemple pour x = 1, la négation est : 3x € N, x? < 7 
c) Vraie 
d) Fausse car la négation est manifestement vraie, la négation est : Vx € N,1y € N, y > x2. 


Aller à : Exercice 18 : 
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Chapitre 1 


Logique des propositions 


Exercice 1.6.1 — En utilisant les atomes S (le soleil brille), P (il pleut), B (il bruine), À (il y a 
un arc en ciel), O (il a un vent d'Ouest), E (il y a du vent d’Est), traduire dans la logique des pro- 


positions #, les énoncés suivants : 


(a) S’il pleut et que le soleil brille en même temps, alors il y a un arc en ciel, 
(b) Si le vent d’ouest amène la pluie, on n’a jamais vu qu’un vent d'est soit porteur de 
pluie, 


(c) La bruine est une forme de pluie. 


Les formules suivantes peuvent modéliser les 3 phrases de l’énoncé. La phrase (b) est difficile à 
modéliser complètement car elle cache une relation de causalité. Si le vent d’est n’apporte pas la 
pluie (le vent d’est n’est pas la cause de la pluie), cela ne veut pas forcément dire qu’il ne pleut pas 
lorsqu'il y a un vent d’est. Mais s’il peut pleuvoir lorsqu'il y a un vent d’est, alors on ne peut rien 
dire sur le sujet en logique propositionnelle. En revanche, ïil serait faux d’écrire 
((O — P) À -(E — P)) car cela implique logiquement qu’il ne pleut pas, nécessairement. Autre- 


ment dit, cette dernière modélisation décrit un monde où il ne peut pas pleuvoir. 


(a) ((S À P) — À) 
(b) ((O — P) À (E — -P)) 
(c) (B — P) 


Exercice 1.6.2 — Représenter dans le formalisme de la logique des propositions les théorèmes 


de géométrie suivants : 


(a) Si un triangle est équilatéral alors il est isocèle. 

(b) Un triangle rectangle n’est jamais équilatéral. 

(c) Un carré est à la fois un parallélogramme et un rectangle. 
(d) Un losange n’est ni un quadrilatère rectangle ni un triangle. 
(e) Deux droites coplanaires sont soit sécantes, soit parallèles. 


(© Deux droites ne peuvent être à la fois sécantes et parallèles. 


Pour cet exercice, il faut définir des propositions. Si on les définit de façon naïve, on peut aboutir à 
des aberrations. « être isocèle » n’est pas une affirmation. « Un triangle est isocèle » est une affirma- 
tion mais dépend de quel triangle on parle (ou bien cela signifie-t-il « l’un des triangles est iso- 
cèle » ? ou encore «il existe un triangle isocèle » ?). On considèrera donc une forme géométrique 
donnée et on considèrera les proposition : tequi pour «la forme est un triangle équilatéral » ; tiso 
pour «la forme est un triangle isocèle » ; trec pour «la forme est un triangle rectangle »; carr pour 
«la forme est un carré » ; pgram pour « la forme est un parallélogramme » ; rect pour « la forme est 
un rectangle » ; los pour «la forme est un losange »; grec pour « la forme est un quadrilatère rec- 
tangle » ; tri pour « la forme est un triangle »; cop pour «la forme est deux droites coplanaires » ; 


sec pour « la forme est deux droites séquantes » ; para pour « la forme est deux droites parallèles ». 


(a) (tequi — tiso) 

(b) (trec — -tequi) 

(c) (carr — (pgram À rect)) 

(d) (los — (grec À -tri)) 

(e) (cop — ((sec À -para) V (-sec À para))) 
(©) —(sec À para) 
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Dans le cas où l’on voudrait s'intéresser aux propriétés de plusieurs formes géométriques, par 
exemple d’un millier de triangles, pour savoir lesquelles sont de tel ou tel type, il faudrait intro- 
duire autant de formules propositionnelles qu’il y a de formes. Par exemple, pour des triangles t, 


.…, 000; il faudrait écrire (tequi,, — tiso,), …, (tequi., — tisos 0): Chaque nouvelle forme in- 


troduite dans le système devrait être accompagnée d’une telle formule. À la place, on aimerait 
pouvoir écrire que «pour tout triangle t, (tequi, — tiso,) », mais pour être totalement général, il fau- 
drait une infinité de formules propositionnelles. C’est pourquoi la logique propositionnelle n’est 


pas suffisante et qu’on introduit la logique du premier ordre dans le chapitre suivant. 


Exercice 1.6.3 — Formaliser dans %, les propositions suivantes : 


(a) Si Alice et Julie viennent à Paris, Zoé viendra aussi ; 
() Si Julie vient à Paris, Alice aussi ; 


(c) Julie ou Zoé, l’une des deux au moins, viendra à Paris. 


Alice viendra-t-elle à Paris ? Et Julie ? Et Zoé ? 
Soient les variables propositionnelles : 


° a: « Alice vient à Paris » 
° j: «Julie vient à Paris» 


e z:« Zoé vient à Paris » 


«Si Alice et Julie viennent à Paris, Zoé viendra aussi » se traduit par a À j — z. «Si Julie vient 
à Paris, Alice aussi » se traduit par j — a. « Julie ou Zoé, l’une des deux au moins, viendra à Paris » 
se traduit par j V z. 

Les données se traduisent par la formule F = (a À j — 2) À G — a) À G V 2). 


Pour savoir si Alice, Julie et Zoé viennent à Paris, nous utilisons la méthode des tables de 


vérité. 


a j z (a À j) (a A j— 2) ( — a) QG V 2) F 


On peut en conclure que : 


e Ilse peut qu’Alice vienne à Paris ; 
e Il se peut que Julie vienne à Paris ; 


e Ilest certain que Zoé viendra à Paris. 


Exercice 1.6.4 — Montrer que ((p — r) À (q = s) À (r= q) Ap)Es. 
On utilise ici la méthode des tableaux. Cela revient à montrer que l’arbre de racine : 
P-DAGeHAGe-DAPA-S 


est fermé. 
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DEÉ-NAGeSA(Gre ag ApA-s 


(RA) 4 fois sur (1) 


D pr 
AID) D qes 
AV) r-q 
P 
—S 
PAS (R.,) sur (I) 
D F 
@ 
(R.,) sur (II) 
q 7q 
s -S 
à AN .) sur (IV) 
r r 
q 7q 
@ @ 


Exercice 1.6.5 — Montrer que: 
(GgV = A GE—+9 Apr (Q As) À (@Q À -s) + Cr -(q AphE -q. 


On utilise ici la méthode des tableaux. Cela revient à montrer que l’arbre de racine : 
CV = A E—S) A Cp (As) À (Q À =s) + Cr (q À p}}) À —-q 


est fermé. 
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A 


774 
| (R\) 4 fois sur (I) 
an Ga V =s) 
(IT) p-s 
AV) D-(r-@As) 
M) GQA=s) - (cr - (q A p) 
(VD 74 


(R,_.) sur (VD) 


q 
7. (R,) sur (II) 
—q —S 
@ 
(R.) sur (II) 
D S 
@ 


(R_,) sur (IV) 
(VID _ -p r-(q As) (VII) 
(R_,_.) sur (VII) | (R.,) sur (VIII) 
P = q As (IX) 
@ 

| (RA) sur (IX) 
q 

(R..) sur (II) A 
@ 

@  -QA-s) GA 
(R_,A) sur D) 1) 
X ; 
” + (XI) (R,) sur (XI) 
L (R_,..) sur (XII) 
bi (ID) --s q \p (XIV) 
s 
@ (R.,.,) sur (XIID) (R A) sur (XIV) 
s q 
@ p 
@ 


Exercice 1.6.6 — Construire dans SF la preuve de H ((a — b) — ((b — c) — (a — c))). 


D’après le théorème de la déduction, avoir une preuve de ((a — b) — ((b — c) — (a — c))) re- 


vient à prouver que (a — b)H ((b — c) — (a — c)). En appliquant à nouveau le théorème de la dé- 


duction, cela revient à trouver une preuve de (a — b), (b — c)H (a — c). En faisant une dernière 
fois appel au théorème de la déduction, cela revient à trouver une preuve de (a — b), (b — c), 
ak c. 


On obtient une preuve de c en posant : 


C, = a Hypothèse 

co = (a —b) Hypothèse 

C3 = (b— c) Hypothèse 

Ca = b Modus ponens sur ci et C2 

C5 = C Modus ponens sur C3 et C4 
Remarque — À proprement parler, nous ne construisons pas une preuve de 


H ((a — b) — (( — c) — (a — c))) maïs nous démontrons l’existence d’une telle preuve par l’équi- 
valence énoncée par le théorème de la déduction. Si nous avions accès à une preuve constructive 
du théorème de la déduction, nous pourrions partir de la preuve ci-dessus pour construire la 


preuve du théorème considéré. 
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Exercice 1.6.7 — Construire dans SF, la preuve de H (-a — (a — b)). 


D’après le théorème de la déduction, avoir une preuve de H (-a — (a — b)) revient à prouver que 
ak (a — b). 


On obtient une preuve de (a — b) en posant : 


Cy = a Hypothèse 
co = (a — (b — -a)) Axiome À, avec À = -a et B=-b 
c3 = (b — —a) Modus ponens sur c4 et C2 
C4 = ((b — -a) — (a — b)) Axiome A3 avec A=b etB=a 
cs = (a — b) Modus ponens sur C3 et C4 


Remarque — La même remarque que pour l’exercice 1.6.6 vaut pour cet exercice. 


Exercice 1.6.8 — Lors de ses aventures au pays des merveilles rapportées par Lewis Carroll, 
Alice est souvent accompagnée par le chat de Cheshire. Ce félin énigmatique s'exprime sous la 
forme d’affirmations logiques qui sont toujours vraies. Alice se trouve dans un corridor dont 
toutes les portes à sa taille sont fermées. La seule porte ouverte est nettement trop petite pour 
qu’elle puisse l’emprunter. Une étagère est fixée au-dessus de cette porte. Le chat dit alors à 
Alice : «L’un des flacons posés sur cette étagère contient un liquide qui te permettra de prendre une 
taille plus adéquate. Mais attention, les autres flacons peuvent contenir un poison fatal. » Trois fla- 
cons sont effectivement posés sur l’étagère. Le premier est rouge, le second jaune, le troisième 
bleu. Une étiquette est collée sur chaque flacon. Alice lit l'inscription figurant sur chaque 


étiquette : 


e_ Flacon rouge : le flacon jaune contient un poison ; le bleu n’en contient pas ; 
e Flacon jaune : si le flacon rouge contient un poison, alors le bleu aussi ; 


e_ Flacon bleu : je ne contiens pas de poison, mais au moins l’un des deux autres si. 


Nous noterons R, J et B les variables propositionnelles correspondant au fait que les flacons 
rouge, jaune et bleu contiennent un poison. Nous noterons IR, I} et 1 les propositions correspon- 
dant aux inscriptions sur les flacons rouge, jaune et bleu. 

On résoudra les questions suivantes d’abord en utilisant une table de vérité, puis en utilisant 
des simplifications et règles d'équivalence des formules. 

(a) Exprimez les formules IR, 17 et 18 sous la forme de formules dépendant de R, J'et B. 

(b) Les inscriptions sur les trois flacons sont-elles compatibles ? 

(c) Dans le cas où aucun des trois flacons ne contient un poison, est-ce qu’une ou plusieurs 
inscriptions sont fausses ? 

(d) Si les trois inscriptions sont vraies, est-ce qu’un ou plusieurs flacons contiennent un 
poison ? 

(e) Si seuls les flacons ne contenant pas un poison ont une inscription vraie, est-ce qu’un 


ou plusieurs flacons ne contiennent pas un poison ? 


Solution de la question (a): 1, 1j exprimés sous une forme dépendant de R, J et B: 


IR =J AB 
I,=R—B 
B=-BARVI 


Solutions avec une table de vérité 


On peut répondre aux questions (b) à (e) en utilisant une table de vérité. 
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DINIQIU|R|IW IR Ir 

j 
1 

L 

L 

L 

L 
j 
1 

L 

L 

L 

L 


Solution de la question (b): Les inscriptions sur les trois flacons sont toutes vraies si et seulement 
si on se trouve dans les conditions de la ligne 3, c’est-à-dire si le flacon jaune est le seul à contenir 


un poison. 


Solution de la question (c): La situation où aucun flacon ne contient de poison correspond à la 


ligne 8 de la table. Alors les inscription IR et I sont fausses. 


Solution de la question (d): La ligne 3 correspond à la situation où les trois inscriptions sont 


vraies. Dans ce cas, seul le flacon jaune contient du poison (J = T). 


Solution de la question (e): Pour vérifier que si seuls les flacons ne contenant pas un poison ont 
une inscription vraie, un ou plusieurs flacons ne contiennent pas un poison, nous posons par hypo- 
thèse, que F = (-R< Ip) A (J< I) À (CB < lg) est vraie, or: 


e (-R < IR) est vraie aux lignes 3, 5,6et8; 
e (-J < Ij) est vraie aux lignes 1, 2,6 et7; 


e (-B < IB) est vraie aux lignes 2, 3, 4, 5, 6,7 et 8. 


Donc F n’est vraie qu’à la ligne 6, donc seul le flacon jaune ne contient pas de poison sous cette 


hypothèse. 
Solutions avec des équivalences 


À venir. 
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Chapitre 2 


Logique des prédicats (du premier ordre) 


Exercice 2.5.1 — Traduire dans le langage des prédicats du premier ordre les phrases 


suivantes : 


(a) Jean suit un cours. 

(b) Un logicien a été champion du monde de cyclisme. 

(c) Un entier naturel est pair ou impair. 

(d) Un enseignant-chercheur a toujours un nouveau sujet à étudier. 


(e) Dans un triangle isocèle une médiane est également hauteur. 


Dans cet exercice, on peut choisir de modéliser la phrase avec plus ou moins de précision, et plu- 
sieurs choix de modélisation sont possibles. Notez que pour faciliter la compréhension du modèle, 
on utilise des conventions de nommage systématiques : les prédicats unaïres, qui désignent généra- 
lement des classes d’entités, sont des noms communs au singulier avec une majuscule ; les prédi- 
cats binaires sont des verbes conjugués à la troisième personne du singulier et commencent par 


une minuscule. 


(a) On définit Jean comme une constante. On définit le prédicat unaire Cours tel que 
cours(x) est vrai lorsque x désigne un cours ; et le prédicat binaire suit tel que suit(x,y) est 
vrai lorsque x suit le cours y. Alors la phrase peut s’écrire : 

Ac (cours(c) À suit(Jean,c)) 
(b) On définit cyclisme comme une constante. On définit le prédicat unaire Logicien tel que 
Logicien(x) est vrai lorsque x désigne un logicien ; et le prédicat binaire estChampionpe tel 
que estChampionDe(x,y) est vrai lorsque x est champion dans une discipline y. Alors la phrase 
peut s’écrire : 

31 (Logicien(!) À estChampionpe(l,cyclisme)) 
(c) On définit le prédicat unaire EntierNaturel tel que EntierNaturel(x) est vrai lorsque x 
désigne un entier naturel ; le prédicat unaïire Pair tel que Pair(x) est vrai lorsque x est divi- 
sible par 2; et le prédicat unaire Impair tel que Impair(x) est vrai lorsque x n’est divisible 
par 2. Alors la phrase peut s’écrire : 

Vn(EntierNaturel(n) — (Ppair(n) V impair(n))) 
Notons qu'ici, nos connaissances nous indiquent que les nombres entiers ne peuvent pas être 
à la fois pairs et impairs. Il serait tentant d'ajouter explicitement ce fait dans la formule, mais 
ce serait modéliser quelque chose qui n’est pas décrit par la phrase. 
(d) Je propose d’abord une modélisation naïve de la phrase. On définit le prédicat unaïire En- 
seignantChercheur tel que EnseignantChercheur(x) est vrai lorsque x désigne un enseignant- 
chercheur ; le prédicat unaïire Nouveau tel que Nouveaux) est vrai lorsque x désigne quelque 
chose de nouveau ; le prédicat unaire Sujet tel que Sujet(x) est vrai lorsque x désigne un su- 
jet d’étude ; et le prédicat binaire étudie tel que étudie(x,y) est vrai lorsque x étudie le sujet 
y. Alors la phrase peut s’écrire : 

Vec (EnseignantChercheur(ec) — 2s (Sujet(s) À Nouveau(s) À étudie(ec,s))) 
Notons que ce qui est nouveau dépend du temps (une fois le nouveau sujet étudié, il n’est 
plus nouveau). Or, la logique du premier ordre n’est pas bien adapté pour décrire convena- 
blement l’évolution dans le temps d’une situation. Aussi, le fait qu’un sujet soit nouveau est 
relatif à la personne qui le considère. Remarquons enfin que la phrase ne dit pas qu’un ensei- 
gnant-chercheur étudie à tout instant un nouveau sujet. Elle indique simplement que l’ensei- 
gnant-chercheur a la possibilité d'étudier un nouveau sujet. Là encore, la notion de potentia- 


lité ne se décrit pas facilement en logique du premier ordre. On peut néanmoins affiner la 
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formule pour tenter de tenir compte de ces trois remarques. On définit le prédicat unaire 
Instant tel que Instant(x) est vrai lorsque x désigne un instant, c’est-à-dire un point sur la 
ligne du temps. On définit le prédicat binaire estEnseignantChercheur tel que 
estEnseignantChercheur(x,y) est vrai lorsque x désigne un enseignant-chercheur à l'instant 
y. On définit le prédicat ternaire estNouveauPour tel que estNouveauPour(x,y,z) est vrai 
lorsque x désigne quelque chose de nouveau pour l'individu y à l’instant z; le prédicat ter- 
naire peutÉtudier tel que peutÉtudier(x,y,2) est vrai lorsque x a la possibilité d’étudier le su- 


jet y à l’instant z. Alors la phrase peut s’écrire : 


VecVt(estEnseignantChercheur(ec,t) — 15 (Sujet(s) À estNouveaupour(s,ec,t) À peutÉtudier(ec,s,i 


(e) On définit le prédicat unaire Triangle tel que Triangle(x) est vrai lorsque x désigne un 
triangle ; le prédicat unaïire Isocèle tel que Isocèle(x) est vrai lorsque x est isocèle ; le prédi- 
cat binaire estMédianeDe tel que estMédianeDe(x,y) est vrai lorsque x est une médiane du tri- 
angle y ; le prédicat binaire estHauteurDe tel que estHauteurDe(x,y) est vrai lorsque x est une 
hauteur du triangle y 

Vt(Triangle(t) À Isocèle(t) — 3m (estMédianepe(m,t) \ estHauteurDe(mit))) 
Notons qu’il serait erroné de définir des prédicats unaires Médiane et Hauteur car cela n’a au- 


cun sens de parler de médiane ou de hauteur indépendemment de tout triangle. 


Exercice 2.5.2 — Traduire dans le langage des prédicats du premier ordre les phrases 


suivantes : 


(a) Tous les hommes sont méchants. 

(b) Seulement les hommes sont méchants. 

(c) Il existe des hommes méchants. 

(d) Il existe un homme qui n’est pas méchant. 

(e) Il n’existe pas d’homme méchant. 

(f) Il existe un homme qui aime toutes les femmes. 

(g) Chaque chat connaît un chien qui le déteste. 

() Tous les poissons, sauf les requins, sont gentils avec les enfants. 

@) Tous les oiseaux ne peuvent pas voler. 

(j) Chaque personne aime quelqu’un et personne n’aime tout le monde, ou bien quelqu'un 
aime tout le monde et quelqu'un n’aime personne. 

(k) Il y a des gens que l’on peut rouler tout le temps et quelquefois on peut rouler tout le 


monde, mais on ne peut pas rouler tout le monde à chaque fois. 


Dans cet exercice, on aura besoin des prédicats suivants, dont la signification est sensée être claire 
de par le choix de leur nom, sauf exceptions détaillées entre parenthèses. On utilise les mêmes 


conventions que pour l’exercice 2.5.1 : 


Prédicats unaires : 


Homme, Méchant, Femme, Chat, Chien, Poisson, Requin, Enfant, Oiseau, Volant (quelque chose 


qui peut voler) 


Prédicats binaires : 


aime, connait, déteste, estGentilAvec, peutÊtreRoulé (vrai lorsque le premier argument 


peut être roulé, dans le sens de trompé/dupé, à l’instant du second argument) 


(a) Vx (Homme(x) — Méchant(x)) 

(b) Vx (Méchant(x) — Homme(x)) 

(c) 2x (Homme(x) À Méchant(x))! 

(d) 3x (Homme(x) À -Méchant(x)) 

(e) —2x (Homme(x) À Méchant(x)) 

(©) 3x (Homme(x) À V'y (Femme(y) — aime(x,y))) 

(g) Vx(chat(x) — >2y(chien(y) À connait(x,;y) À déteste(y,x))) 

(h) Vx ((Poisson(x) À -Requin(x)) — Vy (Enfant(y) — estGentilavec(x,y)))2 
(i) -Vx(oiseau(x) — Volant(x)) 


https:/Avmw.emse.fr/-zimmermann/Teaching/Logique/Livret/corrections/#ex2.3 


10/19 


02/09/2023, 11:23 Introduction à la logique : corrections des exercices 


(j) ((Wxy aime(x,y) À —-3xV y aime(x,y)) V (AxVy aime(x,y) À 3xVy —aime(x,y))) 

(k) (GAxV't peutËtreRoulé(x;,t) À AV x peutËtreRoulé(x,t) À VxVt-peutËtreRoulé(x;t)) 
1. On notera que la phrase utilise un pluriel, alors que la formule ne mentionne l’existence que d’une seule entité. 
On pourrait penser que le pluriel peut s’écrire 2x1y … mais cela nindique pas que x et y désigne des choses diffé- 


rentes. Il faudrait pouvoir indiquer que x # y mais le symbole # n’appartient pas au langage de la logique du pre- 


mier ordre. Une manière de s’en sortir consiste à introduire un prédicat unaire Estx et d'écrire 
2x1y (Homme(x) À Méchant(x) À Estx(x) À Homme(y) À Méchant(y) À -Estx(y)). Ceci impose nécessairement que x 
est différent de y. 

2. La formule, telle qu’écrite, dit que «tous les poissons qui ne sont pas des requins sont gentils avec tous les en- 
fants ». Ceci ne dit rien sur les requins. En revanche, le mot «sauf» laisse penser quil y a des exceptions (ou au 
moins une) parmi les requins. Par analogie, si on disait « tous les nombres entiers naturels, sauf le nombre zéro, ont 
un prédécesseur », on comprendrait que zéro est une exception. Cela na pas le même sens que « tous les entiers natu- 
rels non nuls ont un prédesseur », car on pourrait également dire « tous les entiers naturels non nuls ont un succes- 
seur », alors quil serait incorrect de dire « tous les nombres entiers naturels, sauf zéro, ont un successeur ». On peut 


modéliser lexception en ajoutant 2x1y (Requin(x) À —estGentilavec(x,y)) 


Exercice 2.5.3 — Traduire dans le langage des prédicats du premier ordre les phrases 


suivantes : 


(a) Toutes les personnes qui entrent en voiture dans la faculté doivent avoir une carte ou 
être accompagnées par un membre du personnel. 

(b) Certains étudiants entrent en voiture dans la faculté sans être accompagnés de per- 
sonnes qui ne sont pas des étudiants. 


(c) Aucun étudiant n’a de carte. 


On peut proposer différent niveaux de précisions dans cette modélisation. Dans un premier temps, 
on ignore l’aspect temporel et on simplifie quelque peu la situation avec des prédicats regroupant 


plusieurs caractéristiques : 


Prédicats unaïires : 
IndividuEntrantDansLaFac, PossesseurDeCarte, Étudiant, MembreDuPersonnel 
Prédicats binaires : 


accompagne 


(a) Vx(IndividuEntrantDansLaFac(x) _ (PossesseurDeCarte(x,c) V 
2p (MembreDuPersonnel(p) À accompagne(p,x)))) 

(b) 2x(Étudiant(x) A  IndividuEntrantDansLaFac(x) /\ —2y(accompagne(x;,y) A 
—Étudiant(y))) 


(c) Vx(Étudiant(x) — -PossesseurDeCarte(x)) 


Notons que ceci permet de conclure que certains étudiants sont membres du personnel (pou- 


vez-vous le prouver ?). On peut affiner, toujours sans tenir compte de l’aspect temporel : 


Constante : 

laFaculté 
Prédicats unaires : 

Personne, Voiture, Carte 
Prédicats binaires : 


entreDans, possède, conduit 


(a) VxVvy((Personne(x) A Voiture(vy) A conduit(x;y) A entreDans(x,faculté)) — 
(Ac (carte(c) À possède(x,c)) V 2p (MembreDuPersonnel(p) À accompagne(p,x)))) 

(b) 2x2v(Étudiant(x) A  Voiture(y) A conduit(x;y) A entreDans(x,faculté) A 
y (accompagne(x,y) À —Étudiant(y))) 

(c) Vx(Étudiant(x) — -2c (carte(c) À possède(x,c))) 


Notons que ceci ne permet pas de conclure que certains étudiants sont membres du personnel 


(on peut construire une interprétation qui satisfait ces formules et dans laquelle aucun étudiant 
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n’est membre du personnel). Il peut sembler surprenant qu’en affinant le modèle, on perde cer- 
taines conclusions. La raison est que dans la première des trois formules, la condition impose que x 
désigne une personne (car la phrase disait «toutes les personnes qui... ») alors que les deux autres 
formules ne parlent pas a priori de personnes ! En effet, rien dans la formule ne permet de 
conclure qu’un étudiant est une personne. On pourrait relâcher la contrainte de la première for- 
mule en éliminant Personne(x) (toute entité qui entre en voiture dans la faculté est soumise à la 


contrainte) ou bien modéliser le fait qu’un étudiant est une personne : 
(a) Vx(Étudiant(x) — Personne(x)) 


Enfin, on peut ajouter la dimension temporel. En effet, pour que la première formule décrire 
bien la réalité, il faut qu’elle soit vraie à tout instant, tandis que la seconde formule ne doit être 
vraie qu’à certains moments. On peut donc introduire le prédicat unaïre Instant et transformer les 


prédicats entreDans, conduit, possède et accompagne en prédicats ternaires. Ainsi : 


(a) VtVxVv((Instant(t) À Voiture(v) À conduit(x,v,t) À entreDans(x,faculté,t)) — 
(Ac (carte(c) À possède(x,c;t)) V 2p (MembreDuPersonnel(p) À accompagne(p,x.t)))) 

(b)  22x2v (instant(f) A Étudiant(x) A  Voiture(y) A  conduit(x,vt) A 
entreDans(x,faculté,t) À —1y (accompagne(x,y,f) À —Étudiant(y))) 

(c) VtVx((tnstant(t) À Étudiant(x)) — —3c (carte(c) À possède(x,c;t))) 


Exercice 2.5.4 — Traduire dans le langage des prédicats du premier ordre les phrases 


suivantes : 


Une conjecture est un théorème qui ne peut être démontré par aucun mathématicien. Il 
existe des mathématiciens qui ne démontrent pas tous les théorèmes. Si un mathématicien 
démontre une conjecture alors il se trompe. Si quelqu'un démontre un théorème sans se 


tromper, alors ce n’est pas une conjecture. 


On introduit les prédicats suivants : 


Prédicats unaïires : 
Conjecture, Mathématicien, Théorème, EnErreur (quelqu'un qui se trompe) 
Prédicats binaires : 


démontre 
Ainsi, les phrases peuvent se modéliser comme suit : 


() VcVm((conjecture(c) À Mathématicien(m)) — (Théorème(c) /\ -démontre(m,c))) 
(ii) Amat (Mathématicien(m) À Théorème(t) À -démontre(m,t)) 
(iii) VmVc((Mathématicien(c) À Conjecture(m) À démontre(m,c)) — EnErreur(m)) 


(iv) VxVt((Théorème(t) À -EnErreur(x)) — -Conjecture(t)) 


Exercice 2.5.5 — Traduire dans le langage des prédicats du premier ordre les phrases 


suivantes : 


Il existe des PC non connectés en réseau. Dans les grandes entreprises, tous les PC sont 
connectés au réseau interne. Il existe dans chaque grande entreprise au moins un PC 


connecté au réseau interne et relié à Internet. 


On introduit les termes suivants : 


Constante : 
Internet 
Prédicats unaires : 


GrandeEntreprise, PC, Réseau 
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Prédicats binaires : 


estConnectéÀ, possède, seTrouveDans 
Ainsi, les phrases peuvent se modéliser comme suit : 


(i) AxVy (Pc À (Réseau(y) — —-estconnectéA(x,y))) 

(ii) VxVy((GrandeEntreprise(x) A Pc(y) A Réseau(z) /\ seTrouveDans(y,x) A 
seTrouveDans(z,x)) — estConnectéÀ(y,z))? 

(iii) VxVy2z((GrandeEntreprise(x) /\ Réseau(y) /\ seTrouveDans(y,x)) — (Pc(z) A 


seTrouveDans(z,x) /\ estConnectéÀ(z,y) /\ estconnectéÀA(z,Internet))}? 


3. On modélise « le réseau interne d’une entreprise » comme un réseau qui se trouve dans l’entreprise. 


Exercice 2.5.6 — Traduire dans le langage des prédicats du premier ordre les phrases 


suivantes : 


Toute personne possédant un PC et un modem peut utiliser Internet. Il existe des personnes 
connectées en réseau, qui ne peuvent pas utiliser Internet. Nul ne possède de modem s’il ne 
possède pas de PC. Tout utilisateur d'Internet est soit connecté à un réseau, soit possesseur 


d’un PC. Il n’est pas possible d'utiliser Internet sans posséder de PC. 


On introduit les termes suivants : 


Constante : 

Internet 
Prédicats unaires : 

Modem, PC, Personne, Réseau 
Prédicats binaires : 


estConnectéÀ, possède 
Ainsi, les phrases peuvent se modéliser comme suit : 


(Gi) VxVyVz((Personne(x) A Pc(y) À Modem(z) À possède(x,y) A possède(x,z)) — 
estConnectéÀ(x,Internet)) 

(ii) 2x1y ((Personne(x) À Réseau(y) À estConnectéÀ(x,y) A -estConnectéÀ(x,Internet)) 
(iii) VxVy ((Modem(y) À possède(x,y)) — 2z(PC(2) À possède(x,z))) 

(iv) Vx(estConnectéÀ(x, Internet) — (y (Réseau(y) A estConnectéÀ(x,y)) V Zz(Pc(z) À 
possède(x,z)))) 

(v) Vx (estConnectéÀ(x, Internet) — dy (Pc(y) À possède(x,y))) 


Une version simplifiée acceptable pourrait utiliser les prédicats suivants : 


Prédicats unaires : 


EnRéseau, PossesseurDeModem, PossesseurDePC, Internaute (peut se connecter à Internet) 


(i) Vx((PossesseurDePC(x) /\ PossesseurDeModem(x)) — Internaute(x)) 
(ii) AxEnRéseau(x) À -Internaute(x)) 

(iii) Vx (PossesseurDeModem(X) — PossesseurDePC(x)) 

(iv) Vx (Internaute(x) — (EnRéseau(x) V PossesseurDePC(x))) 


(v) V x (Internaute(x) — PossesseurDePC(x)) 


4. On considèrera que « peut utiliser Internet » signifie la même chose que « est connecté à Internet ». 
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Exercice 2.5.7 — Soient les expressions dans  : 


(A1) 
(A2) 
(A3) 
(©) 


VxV y (FXy) — G(s,x)) 
VxV y22 (-F(7,2) — ECO) 
13 —E(z) 

1x G(x,x) 


Montrer, en utilisant la méthode des tableaux, que A1 À A: À A3 — Cest un théorème. 


@ 2zVxV y (F(Xy) — G(z,x)) 
(D) VxVy=2(-F(,;2) - E(X)) 
(I) 2z -E(z) 
AV) 2x G(x,x) 
(Ra) sur (D 

(V) VxV y (FG@y) — G(a,x)) 

(R.,y) sur (IV) 
(VD Vx =G(x,x) 


(Ra) sur (HT) 
-E(a) 
(R\y) deux fois sur (II) 


(VID 2z(-F(a;z) - E(a)) 
(Ra) sur 
(VID) 


(-F(a,c) + E(a)) (F(a,a) — E(b)) 


(F(a;a) — E(a)) 
(R.) (R.) (R.) 


—-F(a,a)  E(a) E(a) 7-F(a,a)  E(b) 


() 


-F(a,c) 


(Ry) dx fois sur 
(V) 


x ee sur 


(V) 
(F(a,a) — G(a,a)) 


a 


-F(a,a) G(a,a) 


ee a) — G(a,a)) (F(a,c) — G(a,a)) 


VANTAN 


Fe a) G(a,a) ee c) G(a,a) 
(Ry) sur (VI) 


É sur (VI) 
-G(a,a) -G(a,a) -G(a,a) 
® ® ® 


Arbre de décision pour l’exercice 2.5.7 
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@ 
(Ry) deux fois sur 


(Ry) sur (VI) 


-E(b) 
(Ry) deux fois sur 
(D) 
22 (-F(a,z) - E(b)) (IX) 


(Ra) sur (IX) 


CE(a;b) - E(b)) CE(c) — EG, 
(R_.) (R.) 


--F(a,b) E(b) —-F(a,c) E(b 


@ @ 
(Ry) deux fois sur (Ry) deux 
(V) A 
(F(a,b) — G(a,a)) (F(a,c) — G(a,a)) 
Pau 7e 
L b) G(a,a) -F(a,c) G(a,a) 
@ 
(Ry) sur (VI) (Ry 
= G(a,a) -G(a,a) 
@ @ 


14/19 


02/09/2023, 11:23 Introduction à la logique : corrections des exercices 


Chapitre 3 


Principe de résolution 


Exercice 3.5.1 — Montrer, en utilisant la résolution, que la formule suivante est une 
tautologie : 


@—-NA(Gqes) A (reg) Ap)—s 


Il faut montrer que F = ((p — r) À (q = 5) À (r = q) À p) À -s est une contradiction. Comme il 
sagit dune formule de logique propositionnelle, il ny a pas de variable, donc il nest pas nécessaire 
de mettre sous forme prénexe ni sous forme de Skolem. 


On obtient la forme normale conjonctive : 


F=(p—-n Ages) Are g)Ap)A-s 
=p—-nAG—-JAGs-DArT-DAG-NApA-s 
= HVDAGVIAVDArVHATIVNHAPA- 


Puis en forme clausale : 


(Cy) pr 
(C2) -q 5 
(C3) -s q 
(C4) -r q 
(C5) -q r 
(C6) p 

(C7) -s 


On peut obtenir la clause vide grâce à la suite de clauses : 


(Ce) -q obtenue par la résolution de C> + C7 
(Co) -r obtenue par la résolution de C4 + Cg 
(Co) -p obtenue par la résolution de C1 + Co 
(C11) obtenue par la résolution de C5; + C9 


Exercice 3.5.2 — Soient les formules dans Z : 


(A1) 1 VxV y (FX y) — G(z,x)) 
(A) VxV y22 (-E(y,2) — EXD) 
(43) 23 —-E(z) 

(C) 3x G(x,;x) 


Montrer, en utilisant le principe de résolution, que A; À A: À A3 — C est un théorème. 


Il faut montrer que A; À A; À A3 À —-C est contradictoire. Mise sous forme prénexe : 


(A1) 12VxV y (FX y) — G(,x)) 
(A) VxVy22 (-E(7,2) — EG) 
(A3) 23 -E(2) 

(-C) Vx -G(x,x) 
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Mise sous forme de Skolem (a et b sont des constantes) : 


(A1) (FGY) — G(a,x)) 
(A2) CFOfGy)) — EG) 
(43) —E(b) 

(0) GG, x) 


Mise sous forme normale conjonctive : 


(A1) CEGy) V G(a,x)) 
(A2) (FOfGy)) V EG) 
(43) —E(b) 

(0) —GG,x) 


Mise sous forme clausale et renommage des variables pour éviter des conflits lors de 
l’unification : 
(C1) FGay1) Gaxs) 
(C2) FO2.f0e2y2) EG) 
(C3)  —E) 
(C4) —GGc4,x4) 


On applique alors la résolution de la façon suivante : 


(C5) —F(a,y1) obtenue par la résolution de C1 + C4 4 + a x, + 4] 
(C6) EG) obtenue par la résolution de C; + C5 [y2 7 4, y1 © f(x2,0)] 
(C7) obtenue par la résolution de C3 + Cé [x + b] 


Exercice 3.5.3 — Montrer en utilisant le principe de résolution que : 
H;, H, HFC 


On prendra soin de mettre en valeur les étapes de mise sous forme prénexe, de Skolémisa- 


tion et de mise sous FNC. 


(H:) (x Ex) — 3x G(X)) 
(H)) Vx(G(Gx) — y H(x,y)) 
(H3) VxVy (HG.,y) — AD) 
(C) 1x (FG) — AG) 


Il faut montrer que H3 À H;, À H3 À -C est contradictoire. Mise sous forme prénexe : 


(Hi) Vx3y (FQ) — G() 
(Ha) Vxy (GG) — H(Xy)) 
(3) VxVy (HG,y) — AG) 
(e 0) Vx-(FQ — AG) 


Notons qu’il faut renommer une des deux occurrences de la variable x dans la formule (H;) car 


elles sont quantifiées séparément. Mise sous forme de Skolem : 


(H) (FCI — GC) 
(H2) (GG) — HG,g60)) 
(H3) (HG,y) — AG) 
(0) (FC) — A(X)) 
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Notons qu’il faut introduire un symbole de fonction différent pour chaque occurrence d’un 


quantificateur existentiel. Mise sous forme normale conjonctive : 


(H) CFG V GG) 

(M) (GG) V HG,g69)) 

(H3) (CHGy) V AG) 

(0) (FG9 À AG) 

Mise sous forme clausale et renommage des variables pour éviter des conflits lors de 
l’unification : 

(C1) F1) GX) 
(C2) -G(x2)  HGo,g(x)) 
(C3) -H(x3,y3) AG) 
(C4) FO) 
(C5) AG) 


Notons qu’il y a une conjonction dans la formule (-C), ce qui aboutit à deux clauses qu'il faut 


disposer sur deux lignes différentes. On applique alors la résolution de la façon suivante : 


(Ce) HCx3,y3) (C3 + C5) De © x3] 
(C7) GG) (C2 + Ce) Lxs © x2, y3 © 80o)] 
(C3) —F(x) (C1 + C7) Do ? fa)] 
(Co) (C4 + Cg) Da + x4] 


Exercice 3.5.4 — Montrer en utilisant le principe de résolution que : 
H;, Ho, H3, H4, HEC 


On prendra soin de mettre en valeur les étapes de mise sous forme prénexe, de Skolémisa- 


tion et de mise sous FNC. La solution devra emprunter toutes les clauses de départ. 


(H1) VxVy MG,x,x) V BD) 

(H) VxVy22 ((MGcy,2) À NGcy)) — PG,x) 
(H3) AxVyV2VtE(-P(y,x) À (M(,z,0 V AGx;2))) 
(H4) VxVy MG,x,x) — N(x.y)) 

Hs) VxVy (MGx,y) — —A(G:y)) 

(C) 3x BC 


(x, y, z et t désignent des variables) 


Il faut montrer que H3 À H) À H3 À H4 À H5 À —C est contradictoire. Mise sous forme prénexe : 


(H:) VxVy(MG,x,x) V B(X) 

(Ho) VxVy2z (MGc.y,2) À NG,y)) — PG,7) 
(H3) AxVyVzVtE(-P(y,x) À (M(y,2,0 V Alx,;2))) 
(Ha) VxVy (MG;x,x) — N(Xy)) 

5) VxVy (MGx,y) — -AG,y)) 

(-C) Vx-B(x) 


Mise sous forme de Skolem (a désigne une constante) : 


(Hi) (MG;x,x) V B(x)) 
() (MGYfGY)) À NG.,y)) — P(y,x)) 
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(-P(y,a) À (My, V A(a,z))) 
(M; x,x) — N(X,y)) 

(MG:x.y) — —A(xy)) 

—B(x) 


Mise sous forme normale conjonctive : 


(H:) 
(EH) 
(H3) 
(H3) 
5) 
(RC) 


Mise sous forme clausale et renommage des variables pour éviter des conflits lors de l’unifica- 


MG;x,x) V B(x)) 

CMGyfCy)) V -NGy) V P(,x)) 
(-P(y,a) À (My, V A(a,2))) 
(-MG,x,x) V N(xy)) 

CMGxy) V -AG,y)) 

—B(x) 


tion ((H3) donne lieu à deux clauses distinctes) : 


(C1) M(x,%x1,X1) B(x) 

(C2) -MGe,y2f0x2y2)) NGc2y2) PO2,X2) 
(C3) —P(y3,a) 

(C4) M(y42at4) A(a,24) 

(C5) MGsxs,xs)  N(xsy5) 

(Co) -Mx6X6,Y6)  AK6Y6) 

(C7) —B(x7) 


On applique alors la résolution de la façon suivante : 


(Cg) 
(Co) 
(C10) 
(C11) 
(C12) 
(C13) 
(C14) 


MCGx7,x7,X7) (C1 + C7) Da + x7] 
ACX7,x7) (Ce + Ca) Lxé  X7, V6 Xx7] 
M(y4,0:t4) (C4 + Co) [x7 + a, z4 + a] 
—N(x,a) P(a,xo) (C2 + C0) La © X2, 2 &, ta © f(x2,0)] 

—N(a,a) (C3 + C1) Xe 4 y3 7 4] 
—M(a,a,a) (C5 + C2) Ds © a, y5 © al 
(Ce + C13) [x; » a] 


Exercice 3.5.5 — Soient les formules suivantes dans %. Montrer, en utilisant le principe de ré- 


solution, que H3 À H; À H3 À H4 — C est un théorème. La solution devra emprunter toutes les 


clauses de départ. x, y, z désignent des variables. 


(H:) 
(H)) 
(H3) 
(4) 
(©) 


VxVy D(xy) — A(Xx,x)) 

(VxA(xx) — VxVyB(xy)) 

VxVyVz(C(x,z) — (A(xy) V D(y,2) V E(z,2))) 
Vxy (CG,y) À -EG,y)) 

3x B(x,x) 


Il faut montrer que H3 À H; À H3 À H4 À -C est contradictoire. Mise sous forme prénexe : 


(H:) 
(EH) 
(H3) 
(H4) 


VxVy(D(X,y) — AG;x)) 

3 VxV y (A2) — B(x,y)) 

VxVyVz(CG2) — (AGy) V DO,2) V Elz,2))) 
Vx3y (C(x,y) À -EG,y)) 
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(-C) Vx -B(x,x) 
Mise sous forme de Skolem (a désigne une constante) : 


(H) ODG,y) + AGx;x)) 

(Hi) (A(a,a) — B(x,y)) 

(H3) (CG,z) — (AGx,y) V D(7,2) V Elz,2))) 
(H3) (CGfOO) À -E(fQ).f00)) 

(50) —B(x,x) 


Mise sous forme normale conjonctive : 


(H) CDG,y) V AG;x)) 

(EH) (-A(a,a) V B(xy)) 

(H3) (-CG,2) V AG;y) V D(y,2) V E(2,z)) 
(Ha) (CGfCO) À EG, f60)) 

(9) —BG,x) 


Mise sous forme clausale et renommage des variables pour éviter des conflits lors de l’unifica- 


tion ((H4) donne lieu à deux clauses distinctes) : 


(C1) —D(x1,y1)  Ax,X1) 

(C2) -A(aa)  B(x2,y2) 

(C3)  —CGt323)  AGt3y3) D(O3,23) El3,z3) 
(Ca) COca,ftx4)) 

(C5) —-EfGxs).f(xs5)) 

(C6) —B(X6,x6) 


On applique alors la résolution de la façon suivante : 


(C7)  -A(aa) (C2 + Ce) D? Xe, y2 © Xl 
(C3) —D(ay:) (C1 + C7) D + a] 
(Co) —C(x3,z3) A(x3,a) Efz3,23) (C3 + Cg) [ly3r a y17 23] 
(C10) —CGc3,fCx5)) A(t3,a) (C5 + Co) [33 > f(xs)] 
(C11)  A(x3,a) (C4 + Cio) La © X3, X5 © x3] 
(C2) (C7 + C1) [x3 » a] 


Exercice 3.5.6 — En reprenant le monde de l'exercice 2.5.3, montrer que certains étudiants 


sont membres du personnel. 


Todo... 
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L3 Informatique 


Logique 


Travaux Dirigés - Partie 7 
Corrigés 


Ce septième TD est consacré à des compléments pour la Logique Propositionnelle. 


Les exercices sont de difficultés diverses et sont à traiter en se basant sur les notions 


introduites en cours (chapitre 3) et en annexe de ce TD. 


J'ai choisi de présenter la méthode de résolution pour la LP0 dans l’annexe 1 du 


TD pour ne pas surcharger le cours. 

L’annexe 2 contient des développement autour de la notion de stratégie {de preuve). 
Il est nécessaire d’étudier ces annexes avant d’aborder les exercices du TD. 
Rappelons qu’on appelle clause une disjonction de littéraux de la LPO et que si tous 
les littéraux d’une clause sont positifs (respectivement négatifs) la clause est dite 
positive (respectivement négative). 

Étant donné un ensemble de clauses, un littéral apparaissant dans une clause et dont 


la négation n'apparaît pas dans les autres clauses, est appellé un littéral pur. 


Bon travail ! 


Exercice 1 


Prouver la complétude pour la réfutation de la méthode de résolution. 


Il faut prouver : 


Si S insat, alors SFr 


On fera une preuve par récurrence sur Je nombre de littéraux positifs de S. 
i)n=1lt(sin=0,S est satisfaisable). 


Comme $ insat alors S est nécessairement de la forme : 
= tb 7 


donc en appliquant la résolution une fois on obtient : 


SFr 


61 

L'idée est d'appliquer une transformation préservant l’insatisfaisabilité, mais faisant 
décroître strictement le nombre de littéraux (pour pouvoir appliquer l’hypothèse de 
récurrence). 

On suppose que S contient n + 1 littéraux. 

Choisir un littéral non pur LECES. 


Considérer les ensembles de clauses : 
S = {C\{L}CES et Lé&c} 
Sa={C\{LHCESetLéc} 


Alors, S est insat si et seulement si S; insat et S2 insat (cf. TD 6 — exercice 2, 


correction et complétude de la méthode de Davis et Putnam). 


Par hypothèse de récurrence, $1 -r [ (S; contient au plus n littéraux). 


Deux cas sont à analyser (le deuxième à son tour donne lieu à deux cas) : 
a) les clauses C'\ {L} n’interviennent pas dans la réfutation de S1. 


Les clauses qui interviennent dans la réfutation sont aussi dans S, donc : 


SFR 


b1) les clauses C'\ {L} interviennent dans la réfutation de S1. 

Dans ce cas S'HR L, comme l’on peut s’en convaincre avec l’exemple suivant : 
1. AVB 
2 -AVB 


3. AV -B 
4 —A V -B 


5. B (1,1) — (2,1) 
6. -B (3,1) — (4,1) 
7.0 (5,1) — (6,1) 


Si l’on ajoute à la première clause un littéral pur : 
1. AV BV[L] 


2 -AVB 

3. AV -B 

4 —A V -B 
5. BV[L] (1,1) — (2,1) 
6. -B (3,1) — (4,1) 
7.|L| (5,1) — (6,1) 


b2) en répétant exactement le même raisonnement pour S2 avec L° à la place de 
L, on conclut à : 


Skr L° 


Maintenant pour S (contenant n + 1 littéraux) on a : 


Stelet Shgi 


donc en appliquant une fois la règle de résolution, on obtient : Skr 


Exercice 2 
Prouver que dans une réfutation par résolution l’on peut éliminer les tautologies 


sans perdre la complétude réfutationnelle. 


On doit montrer : 


si S HR Ü alors S HRiet 


où et désigne l'élimination des tautologies. 

On montre d’abord que si S insat alors R"(S) (n > 1) insat. 

La preuve en est triviale : tout sur-ensemble d’un ensemble insat est insat (voir 
exercice 10). 

Comme l’on a montré la complétude pour la réfutation de la résolution, il suffit 
d'appliquer la règle R-0 de Davis et Putnam à R"(S) (ensembles de clauses insatis- 


faisables) pour chaque n > 1. 
Exercice 3 
Comment détecter par résolution qu’un ensemble de clauses est satisfaisable ? 


Donner un exemple. 


Puisque la résolution est complète pour la réfutation, si S insat alors, après un 


nombre fini de pas, [ sera produite. 


Étant donné un ensemble de clauses $, le problème est de décider si S est sat ou 
insat. 


Comme S contient un nombre fini de littéraux et l’application de R, n’en ajoute pas, 


après un nombre fini de pas, soit on a produit [, soit on ne produit pas de nouvelle 
clause. 

Dans ce dernier cas on dit que l’on est arrivé à saturation. 

Quand on arrive à la saturation de l’ensemble de conséquences de S la complétude 


de la résolution pour la réfutation nous permet de conclure à la satisfaisabilité de S. 


Un exemple de l’application de cette procédure de décision est la détection de la 


satisfaisabilité de l’ensemble de clauses 1., 2., 3. ci-dessous : 


2. -AVB 

3. AV -B 

4. B (1, 1) — (2, 1) 
5 BV-B (1,1) — (3,1) 
6. AV -A (1, 2) — (3,2) 
7. -A (2,2) — (3, 2) 


Exercice 4 


Utiliser la méthode de résolution pour répondre aux questions suivantes. 


a) Prouver que $ est insatisfaisable : 


S={P,-PVQ,-QVR,-QV-R} 


LP 

2-PVQ 

3.-QVR 

4 -QV-R 

5 Q (1) -(2,1) 
6. R (5,1) — (3,1) 
7. -R (5,1) — (4,1) 
80 (6,1) — (7,1) 


b) Prouver que $S est insatisfaisable : 


S={RQV-R,S V -R, P V -Q V -8,-P V -Q V5} 


LA 


2 QV-R 

3. SV -R 

4. PV-QV-S 

5 -PV-QV-S 

7. S (1,1) — (3,2) 
8. PV -S (6,1) — (4,2) 
9. P (7,1) — (8,2) 
10.-PV-S (6,1) — (5,2) 
11. -P (7,1) — (10, 2) 
12. 0 (9, 1) — (11,1) 


c) S est-elle satisfaisable ou insatisfaisable ? 


S={PVQ,PV-Q,RVQ,RV -Q} 


L PVQ 
2. PV-Q 
3. RVQ 
4. RV -Q 
5. P (1,2) — (2,2) 
6 PVR (1,2) — (4,2) 
7.R (3,2) — (4, 2) 


Il n’y à pas de possibilité d'obtenir des clauses différentes, donc $S satisfaisable. 


d) Prouver que $ est insatisfaisable : 


gts he MOVE SPA OPEN, 0, SLR T} 


Pour chaque formule nous en donnons sa traduction en forme clausale : 


1. =P 

2. -R=W RVW 

3 QUV(-T=-PA-S)e 
QU(TV(-PA-S) & QU(TV-P)A(TV-S)) & 
(QVTV-P)A(QUTV-S) 

4. -P = (SA-R) 

PV(SA-R)& (PVS)A(P V -R) 
5. -Q 

6. -S 

ét à 

8 -R=Y RVY 


On prouve que l’ensemble de clauses est insatisfaisable : 


1. -P 
2. RVW 
3 QVTV-P 
4 QUTV-S 
SPVS 
6. PV-R 
7. -Q 
8. -S 
9. -T 
10. RVY 
IL P  (5,2)-(8,1) 
12. 0 (11,1) — (1,1) 


Exercice 5 


a) Donner une réfutation de l’ensemble de clauses S ci-dessous : 
D=iR HV ORNE PV SON SsS, PVSQNVSST 


en utilisant la stratégie d’entrée. 


b) La stratégie d'entrée est-elle complète? Justifier. 


a) 


2. -RVQ 

3. -RVS 

4. -PV-QV-S 

5 PV-QV-S 
6-QV-S (4,1)-(5,1) 
7.-RV-S (6,1) — (2,2) 
8. -S (7,1) — (1,1) 
9. -R (8,1) — (3,2) 
10. 0 (9, 1) — (1,1) 


b) Non. Prendre par exemple l’ensemble de clauses insatisfaisable : 


S={AVB,-AVB,AV-B,-AV-B} 


On ne pourra pas déduire [ en utilisant une stratégie d’entré, parce que l’ensemble 


ne contient pas de clause unitaire. En effet, [] ne peut être produite que par deux 


clauses unitaires complémentaires, dont l’une au moins doit appartenir à S (exigé par 


la stratégie d'entrée). 


Exercice 6 

Comme l'objectif dans la méthode de résolution est de détecter une contradiction 
élémentaire (c’est-à-dire entre deux clauses unitaires) une bonne stratégie serait 
d'appliquer toujours la règle de résolution avec au moins l’une des clauses parent 


unitaire (si les deux sont unitaires et la résolution s’applique, on peut arrêter, on a 


produit Ul). 


On appellera cette stratégie la stratégie unitaire. 


Est-elle complète ? Justifier. 


Non. Prendre le même ensemble de clauses insatisfaisable que dans l’exercice précé- 
dent : 
F= AVE. AAVE AVE. AV=B} 


On ne peut pas appliquer la règle de résolution avec une stratégie unitaire. 


Exercice 7 
Prouver que tout ensemble S contenant les 2” clauses (différentes), de longueur 
n, que l’on peut former à partir d’un ensemble de n symboles propositionnels est 


insatisfaisable. 


Toute interprétation I de S peut être représentée par : 
FRE AN RTS Pl 


où LE = L; ou L* = I£ (1<i<n)et L, € Ensprop(S). 
Puisque S' contient toutes les clauses de longueur n que l’on peut former avec n 


symboles propositionnels, S contient une clause : 
BE : Li VLasNeNvL,, 


avec : 
Lx = (LY(<Sk<n) 

Autrement sdit, si L; est dans J, alors -Z; est dans C; e sir -ZL; est dans J, alors L, 

est dans C;. 

C'; est falsifiée par J, donc S'est falsifiée par L. 


Ce raisonnement s’applique à toute interprétation de S', qui est donc insatisfaisable. 


Exercice 8 

a) Un ensemble de clauses ne contenant pas de clause positive ni de clause négative, 
peut-il être insatisfaisable ? 

b) Comme corollaire de la réponse, prouver qu’un ensemble de clauses insatisfaisable 


contient (au moins) une clause positive et une clause négative. 


Non. Nous en donnons deux preuves. 


i) Toutes les clauses étant de la forme : 


VrRVVNG<i1<ÿ) 


? E 


avec P; : littéral positif et AN, : littéral négatif, les interprétations 1 = {P;} et 
J = £{N;} sont des modèles de l’ensemble de clauses, qui ne peut donc être 
insatisfaisable. 

ii) Puisque la résolution est complète pour la réfutation, on peut, sans perte de 
généralité, supposer que l’on essaie de détecter l’insatisfaisabilité de l’ensemble de 
clauses en appliquant la règle de résolution. 

L'ensemble ne contient pas de clause unitaire. En effet, comme une clause uni taire 
contient un seul littéral et un littéral est soit positif, soit négatif, si l’ensemble 
contenait une clause unitaire, on violerait les hypothèses. 


Toutes les clauses sont donc de la forme : 


A V..-V-A4, VB V.-..VB, (m>1l,n>1) 


Sans perte de généralité on raisonne sur des clauses de longueur 2. L'application de 
la règle de résolution à —ZL V P et LV -Q (si Let P sont le même littéral, on peut 


éliminer la clause) donne une clause de la forme P V -Q. On ne pourra donc jamis 


obtenir des clauses unitaire complémentaires nécessaires à l’obtention de 


b) La question se pose de savoir si un ensemble de clauses contenant une clause posi- 
tive (respectivement négative) mais pas de clause négative (respectivement positive) 
peut être insatisfaisable. La réponse est Non. Dans le premier cas, l’interprétation 
1 = {P;} en est un modèle. Dans le second, l'interprétation J = {N,;} en est un. D'où 


la conclusion demandée. 


Exercice 9 

Spécifier, en utilisant la logique propositionnelle que l’on peut colorier une carte où 
figurent N pays en utilisant trois couleurs différentes, de telle façon qu’en utilisant 
une seule couleur par pays, deux pays frontaliers n’ont jamais la même couleur (il y 
aura des cartes où ce coloriage n’est pas possible). 

Comme N € N n’est pas spécifié, on donnera un schéma de la spécification. 


Il s’agit d’une réduction au problème SAT. Le problème de la 3-coloriabilité est donc 
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aussi en NP. 


Quelle est la taille de la spécification ? 


On utilise le symbole propositionnel : 
Pi : le pays à est colorié avec la couleur j. 


Chaque pays est colorié avec exactement une couleur : 
pour 1 << N: (PAP? APS) V(P2 API APS) V (PS AP! AP?) 


En transformant sous forme clausale (en simplifiant les clauses contenant des tauto- 
logies et en appliquant la règle de subsomption) on obtient une spécification équiva- 


lente : 


(Sch, 1} pour 1242 N : (PVPV PM AE NP APN =) A (RP? v 7) 


(Sch. 1) aurait aussi pu être obtenu en traduisant : « le pays à doit être colorié avec 
une couleur (premier conjoint) et on ne peut pas le colorier avec plus d’une (trois 
autres conjoints) ». La complexité de la spécification de ces clauses est inférieure à 
3 x N , autrement dit O(N). 


Deux pays frontaliers n’ont pas la même couleur : 


(Sch. 2) pour tous les pays frontaliers à, j : =((P} À P;) V (PAP?) V (PŸ A P?)) 


Chaque pays a, au plus N — 1 voisins, donc il y aura moins de A? clauses comme 
celles ci-dessus. Donc la complexité de la spécification de cette deuxième partie est 
CNT, 

Au total, la complexité est donc O(N?). 


Exercice 10 
Un ensemble de clauses insatisfaisable S est dit minimalement insatisfaisable si et 
seulement si pour tout À C S (c’est-à-dire RC S et R Z S), R est satisfaisable. 


a) Montrer que tout sous-ensemble d’un ensemble de clauses (et plus généralement 
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d’un ensemble de fbf) satisfaisable est satisfaisable. 

b) Montrer que tout sur-ensemble d’un ensemble de clauses (et plus généralement 
d’un ensemble de fbf) insatisfaisable est insatisfaisable. 

c) Montrer qu’un ensemble de clauses minimalement insatisfaisable ne contient pas 
de littéral pur. 

d) Un ensemble de clauses insatisfaisable ne contenant pas de littéral pur est-il 


nécessairement minimalement insatisfaisable ? 


a) Soit S sat et 51 € S. Si ne peut pas être insat, parce que tout modèle de S est 
modèle de toutes les clauses de S. Donc S; sat. 

b) Conséquence immédiate de a). 

c) On suppose, sans perte de généralité, que S contient un seul littéralpur:LeEC'eS 
et L : pur. 

Soit 51 = S \ {C'}. Alors S; est sat puisque S est minimalement insatisfaisable. Soit 
alors M; un modèle de S1. Alors L° € Mi puisque L est pur. Par conséquent, MU{L} 


est un modèle de $S. S est donc sat. Contradiction. 


d) Non nécessairement, l’ensemble de clauses : 
{A, A, Æ, —B} 


ne contient pas de littéral pur, mais contient des sous-ensembles propres insatisfai- 


sables. 


Exercice 11 

a) Montrer que si un ensemble de clauses S est insatisfaisable, alors | n'existe pas 
d'interprétation falsifiant toutes les clauses de S. 

b) Soit S un ensemble de clauses insatisfaisable et T une interprétation pour S$. 
Montrer qu’il existe 51 € $, S2 C S, Si £ 0, S2 £ Ô, SN S2 = 0 tels que Z est un 


modèle de $; et Z est un contre-modèle de 52. 


Si S contient des clauses contenant des littéraux purs on peut les éliminer. 


12 


Supposons qu’il existe une interprétation Z falsifiant toutes les clauses de S. Par 
définition de clause, Z évalue tous les littéraux de C' à F. 
Comme nous avons éliminé de S$ toutes les clauses contenant des littéraux purs, si 
LEeCEeS, alors il existe L° € D € S. L° est évalué à V donc, par définition de 
clause, D à V. Contradiction. Donc Z ne peut pas exister. 


Corollaire immédiat du a). 
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ANNEXE 1 : LA METHODE DE RESOLUTION DANS LA LPO 


La méthode de résolution est l’une des plus utilisée en pratique (surtout dans sa 


version pour la logique du premier ordre). 


Elle utilise une seule règle d’inférence ce qui fait qu’elle est particulièrement fa- 


cile à implémenter, mais elle a besoin d’une forme normale : la forme clausale (ou fnc). 
Nous commençons par quelques remarques : 

— La méthode exige comme format d’entrée des ensembles de clauses (fnc). Ceci 
n’est pas une limitation parce que toute fbf de la LPO peut être transformée en une 


fbf équivalente sous fnc. 


— Une clause (ou un ensemble contenant une clause) est, par définition, satisfai- 


sable. 


— PAP n’est pas une clause, bien que cette contradiction soit représentée par 


ce que l’on appelle la clause vide (notée [l). P est une clause unitaire et —P en est 


une autre. 


— On considère une fbf sous forme clausale indifféremment comme une fbf sous 


fnc ou comme un ensemble de clauses et les clauses comme des ensembles de littéraux. 


Définition 1. Soit S — {C,...,C,} un ensemble de clauses. Un ensemble de litté- 
rauxz M est un modèle de S' si et seulement si : 


Si LE M, alors L°é M et: 
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Cette définition peut être exprimée en français en disant : pour évaluer à V un 
ensemble de clauses il faut évaluer à V toutes ses clauses. On ne peut pas évaluer 
un littéral à V et à F simultanément. Pour évaluer à V une clause il faut et il suffit 
d'évaluer à V au moins l’un de ses littéraux. 

Comme conséquence, si tous les littéraux d’une clause sont évalués à F , la clause 


sera évaluée à F. 


Définition 2. Soient données deux clauses contenant des littéraux complémentaires : 
C:LVaet C : L°VB (a et B sont des clauses c’est-à-dire des disjonctions de 
littéraux. 


La règle d’inférence nommée règle de résolution est définie comme suit : 


r.LVa LE ND 
a V B 


On écrira aussi : 


R(C1, C2) = C 
ou, si l’on veut mettre en évidence les littéraux complémentaires : 
RC, CL L)=C 


où 
C=(CGi\{L})U(C \{L")) 
La clause C': à V B est appelée la résolvante de C1 et C2. 


C et C2 sont appelées clauses parentes. 
C'est une conséquence logique de {Ci,C2} (de Ci À C2) mais n’est pas équivalente 


à C1 À C2 : tout modèle de & (resp. 5) est un modèle de la résolvante, mais pas 


nécessairement des deux clauses parentes. 
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Dans le cas où a et 5 ne contiennent pas de littéraux : 


Lr 


où [], dénotant la contradiction, est appelé la clause vide. 


On utilisera également la règle dite d’absorption : 


.aVLVBVEVBEV7 


Ab 
É aVLVBV 


où à, 5,7 sont des clauses. 


Cette règle revient à considérer les clauses comme des ensembles de littéraux 
ou, ce qui est équivalent, à utiliser les propriétés d’associativité, commutativité et 


d'absorption du V : (aVB)V} & aV(BV7), LVa & aV£L, LVL & L respectivement. 


Remarque importante. On ne doit pas confondre la clause vide avec un ensemble 
de clauses vide. La première est insatisfaisable et le second est satisfaisable (il ne 
contient rien, il ne peut donc pas contenir une contradiction). 

On peut en donner une preuve plus formelle. Par l’absurde : si Ÿ est insatisfaisable, 
alors (par exemple) {A V B} = ( U {A V B} serait insatisfaisable, puisque tout 
sur-ensemble d’un ensemble contradictoire est lui-même contradictoire. Mais {AV B} 


est satisfaisable (modèles {A}, {B}, {A, B}) : contradiction. Donc Ü est satisfaisable. 
Pour une règle non-déterministe comme la résolution il est utile de définir un 


opérateur permettant de capturer toutes les résolvantes que l’on peut obtenir en 


appliquant la règle de résolution de toutes les façons possibles. 
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Définition 3 (opérateur R). Soit S un ensemble fini de clauses. On définit : 


= SU {R(C1, C2)|C1, C2 € S} 
S 


R(R"(S)) (n > 0) 
UR"(S) 


n>0 


Remarque. Pour un ensemble fini satisfaisable de clauses propositionnelles $, il 
existe n tel que 
R°(S) = RS) 


(voir l'exercice 3 de ce TD). 


Définition 4 (un système déductif pour la résolution). 
SR=<L,;R. AZ 

£ : clauses et ensembles de clauses 

R = {R, Abs} 

A= 


On dit que la clause C' se déduit par résolution de l’ensemble de clauses $, noté : 


SHsk C 
ou 
Sr C 
si et seulement s’il existe une suite finie C1,...,C4 telle que : 


CL = 6 
Cr ROC) (DÉS 
CRUE RE CSC) 


La suite C1,...,C% s'appelle une déduction à partir de S. 


Si C = U, elle s’appelle une réfutation de S. 
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Pour la méthode de résolution, la correction et la complétude (pour la réfutation) 


s’énoncent : 


— Correction : si S Hr [ alors S est insatisfaisable (contradictoire) ; 


— Complétude pour la réfutation : Si S est insatisfaisable (contradictoire), alors 


SFR 


L'expression complétude pour la réfutation appliquée à la méthode de résolution s’ex- 


plique facilement en constatant, par exemple, que : 
AFr AVB 


bien que À V B soit une conséquence logique de À. 


En revanche, si l’on nie À V B, on obtient l’ensemble de clauses {A,-A,-B} et 


immédiatement la clause [ en appliquant la résolution entre À et A. 


Théorème 1. Soit S un ensemble satisfaisable de clauses et M un modèle de S. 


Si Sr C, alors MNC Z 0. 


Preuve. Si C'est obtenu par application de la règle de résolution, alors il existe C1 € S, 


C2 € S et un littéral L € C\ tel que L° € CS et 


C 


R(C1, C2, L, L°) 
= (Gi \{L})U(C2\{L"}) 
Puisque M est un modèle de $, M est un modèle de toutes les clauses de S, donc : 


MNnG£ÿetMNCG £0 


Trois cas sont à considérer : 

i) Si LE M et puisque M est un modèle de Ci et de C2, il existe KX° € C9 \ {L°} tel 
que K € M. Donc, par définition de la règle R : Ke C, donc MNC Æ (. 

ü) Si LE M, alors il existe NEC \{Ljet Ne M. 

Par définition de la règle R, N € C, done MAC Æ 0. 


18 


ii) Si LéMet L° € M, alors M ne dépend pas des valeurs données à L et à L”, 
donc MNC £ 0. 
La preuve est complétée en appliquant la définition de déduction et par induction 


sur la longueur de la déduction. 


On peut énoncer ce théorème avec une autre notation : 85 CE R*(S) et Ex S alors 
Fz C. 


Nous avons utilisé la contraposée, c’est-à-dire : 
si 7 C alors 7 S 


pour fermer des branches dans les arbres sémantiques. Elle est aussi utilisée dans 
des solveurs SAT (c’est-à-dire des logiciels permettant de résoudre le problème SAT) 
très performants pour élaguer l’espace de recherche. En effet, quand on vérifie que 
l'interprétation (en général partielle, mais qui peut suffire à évaluer certaines clauses) 
proposée falsifie une clause (d’entrée ou déduite par résolution) , ce n’est pas la peine 


de continuer dans cette voie. 


Corollaire 1 (correction de la résolution). La méthode de résolution est correcte. 


Preuve. Si S kr Ü et S satisfaisable, alors [] serait satisfaisable d’après le théorème 


1. Or c’est impossible. Donc, $S est insatisfaisable. D 


Exemple. Il s’agit de trouver, en utilisant la méthode de résolution que l’ensemble 
de clauses : 


S={-PV-QVR,PVERQVR,-R} 


est insatisfaisable et ceci en vue de concevoir dans le futur un programme pour le faire. 


Le problème principal qui se présente à nous est celui de gérer le non-déterminisme 


(c'est-à-dire les choix pour l’application de la règle de résolution). 
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Avant d’analyser les bons choix d’application de la règle et pour être sûrs que la 
méthode marchera dans tous les cas, on décide d’appliquer la « méthode de la force 
brute », c’est-à dire qu’on applique tous les choix pour une certaine énumération et 
l’on regarde si l’on a (dans l’ensemble des clauses du problème auquel on ajoute les 
clauses déduites) deux clauses unitaires complémentaires (la seule contradiction que 


l’on puisse toujours détecter de façon mécanique). 


La notation à droite des formules : 


CE (ÉTÉ DER EME EE?) 


signifie : on applique la règle de résolution en choisissant le littéral à la position 7 
(de gauche à droite) de la clause numérotée à et son complémentaire à la position | 


de la clause numérotée k. 


L SPV=SQVR 


2 PVR 
3  QVR 

4 -R 

é COVR. (Lan 
6. PVR (L2)={@0 
7. -SPVEOQ (L3)= 41) 
8 P (2,2) — (4,1) 
é, Q (3,2) — (4,1) 
10 —QVR  (11)-(8,1) 
11 PVR (1,2)-—(9,1) 
12 R (1) = 161) 
13 (4,1) — (12,1) 
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On remarque que l’on peut déduire la même clause plus d’une fois (par exemple 5 et 


10; 6 et 11). 
En analysant la réfutation après l’avoir obtenue, on constate que seules 6 et 12 étaient 


nécessaires pour détecter la contradiction. Vous semble-t-il possible de savoir qu'il y 


a contradiction avant de trouver la réfutation ? 
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ANNEXE 2 : PROBLEMES, STRATEGIES ET ENONCES 


Nous avons vu différentes procédures de preuve appelées aussi calculs (systèmes 
formels ou « à la Hilbert », tableaux, résolution, etc.). La question se pose alors 
naturellement : « existe-t-il une procédure de preuve qui soit uniformément (c’est-à 
dire pour tout problème) meilleure (par exemple en nombre de pas) que les autres ? 


» . La réponse (à laquelle on peut s’attendre) est non. 


Une notion naturellement associée au problème du non-déterminisme est celle de 
stratégie. Ce mot à, au sens technique, une signification très similaire à celle qu’il à 


dans le langage courant. 


Une stratégie est une règle pour faire les choix d’application d’une(des) règle(s) 
d’inférence non-déterministe(s) dans le but d'obtenir un certain objectif, en général, 
en diminuant le nombre de choix , donc l’espace de recherche (c’est-à-dire l’ensemble 
de toutes les applications avant d’arriver au résultat cherché ou d'arrêter). Parfois 


on cherche à diminuer le nombre des pas menant à la solution. 


Dès le début on s’est rendu compte de l’impossibilité d’attaquer des problèmes 
intéressants de preuves automatisées sans associer des stratégies aux calculs (les 


calculs étant des ensembles de règles d’inférence, règles non-déterministes). 


Bien entendu, on s’est posé la question concernant l’existence de la meilleure façon 
de gérer le non-déterminisme, via une procédure (stratégie) parfaite, c'est-à dire 
n’engendrant jamais de formule redondante et ce pour la résolution de n’importe 


quel problème. 


On peut montrer (en utilisant des résultats connus de la théorie de la calculabilité) 


qu’il n'existe pas de procédure complète pour la réfutation (par exemple la résolution) 
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parfaite, c’est-à-dire n’engendrant pas de formule (clause) non nécessaire à la preuve 


(réfutation). 


On peut définir de façon abstraite une procédure de preuve comme un couple (T,Y) 


où T'est un système formel et Y une stratégie pour T°. 


Il est intéressant de remarquer qu’en général dans les ouvrages de logique on parle 
de systèmes de preuve (proof systems) en les identifiant à T'et sans faire mention de 


la stratégie. 


Dans le but de définir la notion abstraite de preuve automatisée, on définit la notion 
de graphe de preuve, qui suit naturellement la définition de l’opérateur R : Les for- 
mules ont un niveau, qui n’est pas unique (d’où l’utilisation de graphe au lieu d’arbre) 
et qui est défini de façon standard comme 1 de plus que celui des formules dont elle 
est la conséquence directe. Autrement dit, si l’on utilise la résolution, le niveau de 


la résolvante est 1 de plus que celui de ses parents (les clauses d'entrée ont le niveau 0). 


Le problème du démonstrateur pour un triplet : 
(So, F,F) 


est défini comme celui d’engendrer en utilisant une stratégie Ÿ un ensemble de 
formules F, avec : 
S, : ensemble de formules de départ ; 


F : ensemble des règles d’inférence et 


r'(S;) = [T(S:) 


i2j 
F : ensemble de formules sous-ensemble des conséquences de S5, c’est-à-dire que 


FCT*(S0); 
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et : 


SN 96 08 


où G est le graphe de preuve. 


En dépliant le graphe sous forme d’arbre on associe à chaque nœud une dérivation, 


ce qui permet d’associer à une feuille une mesure de la dérivation avec la stratégie Y. 


Nous pouvons modifier légèrement la définition pour permettre de caractériser aussi 
les assistants de preuve, en particulier les vérificateurs de preuve : Un démo- 


vérificateur abstrait est un 5-uplet : 
(SPP) 


où P est l’ensemble des formules de la prétendue preuve (si P — (j, on à un 
démonstrateur totalement automatisé, si P contient tous les pas d’une preuve 
nous avons un vérificateur, si l’on en donne, par exemple, certains lemmes on à un 


assistant de preuve ou démonstrateur interactif). 


Nous avons inclus la stratégie qui n’est pas nécessairement uniforme : on peut penser 
Y comme un ensemble de stratégies. La théorie dans laquelle la preuve est faite est 


incluse dans So. 


Définition 1. Une stratégie st pour la résolution est dite complète si et seulement 


si pour tout ensemble de clauses S' : 


Si SHr Ü alors SHRist 


Exemple (stratégie d’entrée). Un exemple de stratégie pour la résolution est la 
stratégie d’entrée : étant donné un ensemble de clauses S la résolution est appliquée 


toujours avec au moins une clause dans S (l’ensemble de clauses d’entrée). 
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Définition 2 (complexité d’une preuve, d’une méthode). La complexité d’une 
preuve (réfutation) par résolution d’un ensemble de clauses S, notée Compr(sS) est 
le nombre de clauses différentes de la preuve (réfutation) de S. 

La complexité de la méthode de résolution sur des ensembles de clauses de cardinalité 


n, notée Compr(n) est définie comme : 


Compr(n) = Ds min Compr(sS). 


Le problème de la complexité des preuves de la LPO a été particulièrement étudié 


depuis la fin des années 1960. 
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